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Mozg6 testek mechanikdja

ELOSZO

A BsC bevezetése Ota a Mechanika I1I. cimi targy tematikaja jelentsen véltozott.

A targy oraszama csokkent, a korabbi példatarak, jegyzetek megjelenése akadozott. Jelentds
hallgatoi igény fogalmazddott meg egy rovidebb, tomorebb oktatasi segédanyagra, jegyzetre.

Jelen jegyzetben minden fejezetet megel6z, egy rovid elméleti 6sszefoglald, majd kidolgozott
és kidolgozasra varo feladatok kovetkeznek. Hasonlo feladatokkal talalkozhatnak a hallgatok az
évkozi zarthelyiken és a félévet lezard vizsgan is.

Az elméleti 9sszefoglalokban figyelembe vettiik azt a tényt, hogy a kozépiskolaban és a Mér-
noki fizika cimu tantargyban ezekkel mar taldlkoztak. A Gépész és Miszaki tanar hallgatoknak
az egyik fontos alapozo targyuk a Mechanika, amely nélkiilozhetetlen a jé szakemberré valashoz.

A jegyzetben taldlhaté feladatok zome kettd, harom fajta médon is megoldhatd. Ezek felisme-
rése és megvalositasa nagy 6romet jelenthet a hallgatok szamara.

Dunadjvaros, 2015. november

Dr. Izsdk Gyula






Mozg6 testek mechanikdja

ANYAGI PONT MECHANIKAJA

A mozgas pélydja az F=r(t) fiiggvénykapcsolattal jellemzett térgorbe. Ez egy vektor-skalar
tiiggvény.

7 =x(OT+y@)] + 2Ok

- >
v=r
a=v=r (= qt id6 szerinti derivaltat jelenti)

Ha a gyorsulas vektor ismert 3 = a(t) akkor
5= [dde+i,
P=[Bae+,

Az egyenletesen gyorsul6 egyenesvonali mozgas Osszefiiggései:

a = allando

v=vo+a-t

s=s+v i+ a2 - F

Az R sugaru korpalyan allandé szoggyorsuldssal mozgé tomegpont osszefiiggései:
e =allando

w=w+e-t
p=¢+w -t+ &2 ¥

w= szogsebesség p=szogelfordulas
v=R-w

s=R-¢

a,=R-¢

a =v/R =R w’

Ha a tdmegpont szamara eldirjuk a palyat - kényszerpalyan mozog, akkor

-

a=a,-é+a, 1

a, = érintd irdnyt gyorsulds

a, = normdlis irdnyu gyorsulds (ez mindig a gorbiileti kézéppont felé mutat!)
a, = v

a =vi/p p= palya gorbiileti sugara



Izsak Gyula

Alaptételek
IMPULZUSTETEL

Differencidlis alak
I=F (m -d=F)

Integrdlis alak

ty
iD= [ Far
t
PERDULETTETEL

Differencidlis alak
Tia= My (pontra)
ih,= M, (tengelyre)

Integrdlis alak

ty
A1 = TTao ™ f M, dt (pontra)
tO
ti
Mph1= Tno= f M, dt (tengelyre)
to
MUNKATETEL
Differencidlis alak

E=P
Az anyagi pont mozgasi energidgjanak id8szerinti elsé derivaltja megegyezik az anyagi pontra
hato 6sszes er6 teljesitményével.

Integrdlis alak

Ei —Eo= W1
1 -
3 mvi — 5 mv2 =F « Arp,,  (leggyakrabban)
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Mozg6 testek mechanikdja

A tételekben szerepld fontosabb mennyiségek kiszamitasa

S 1
I=m v E = = mv?
2
T =7xmv W=jﬁdr=jP dt
P=F ¥
Példak anyagi pontra

1. Adott hengeres csavarvonal vektoregyenlete
F(t)=R -cost -i+R -sint -j+mt -k

R >0, m < O, tehat jobbmenet(i csavarrol van szo.
Hatarozzuk meg

— a sebesség idofiiggvényt,

— a gyorsulas idéfiiggvényt és a

— a csavarvonal ivhosszat!

te [0, 2]
Megoldas: .
vV=7= —R -sint -T+ R cost -]+ mk

d=17%= —R -cost -i—Rsint -]
tl 2T
s = ij2+y2+zz -dt = j V(=R -sint)2 + (R - cost)? - dt =
to 0
2

=j R+ m? -dt =2m -+ R+ m?
0

2. Egy sikmozgast végz6 tomegpont helyvektor - id6fiiggvénye adott.

Ht)=6 -cos2ti+3-sin2tj
Adjuk meg a témegpont sebességét és gyorsulasata t= n/4 iddpillanatban!
[rjuk fel a palyagorbe egyenletét! (Kanonikus alakban.) Vazoljuk a palyat.

11



Izsak Gyula

3.
1. dbra
1Y

7

—

Vo T

A
H
B
iz 7 Z X
L

Az ,A” pontbdl \_/)o kezdésebességgel ferdén elhajitunk egy tomegpontot. A kozegellenallast
és a f6ld forgasabdl adddo jarulékos hatésokat is elhanyagoljuk.

Adatok:
H=60m
- - - m
v, = 101 + 5 —
g—lOS—Z

Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 mulva és mekkora sebességgel érkezik a ,,B” pontbal
Hol és milyen szog alatt csapodik a talajra?

Adja meg a tetdpont koordinatait!

Hatdrozza meg a palya gorbiileti sugarat a ,,B”-ben!

A ferde hajitast ugy fogjuk fel, mintha két egyenesvonalti mozgas szuperpozicidja lenne
,x” irdnyban:

a=0

v.=v, =10

Sx=v t=10t
,»y” iranyban

a=-g=-10

v=v, -g-t=5-10t
y Yy
S=H+v, t- g/2 -t*=60 + 5t - 5t*

,»B” pontban
s =0
y0
60 +5t-5t2=0/:-5
?-6-12=0
t =4 [s]
t,=-3[s]

12



Mozg6 testek mechanikdja

Fizikailag természetesen csak a t = 4[s] lehetséges.
Vv, =10

V, =5-10-4=-35
Y

vg = /véx + v3, = 102 + (—35)2 = 36,4 ?

Uy |—35
tgos = |22 = |22 =35
9P Vnx 10
¢B = 74,050

A tetépontban a fliggéleges iranyu sebesség = 0 lesz.
0=5-10t>t=0,5[s]

x,=10-0,5=5 [m]
¥, =60+5-0,5-5-0,5= 61,25 [m]

Tehat a tet6pont koordinatai (5; 61,25) [m]
a, =g-cosp, =2,7472 m/s*, mivel a normal irdnyud gyorsulds a ,,B” pontban a gravitdcios gyor-
suldsanak a sebességre mer6leges dsszetevdje lesz.
A definici¢ alapjan
v3 v3 1325

_ Y _ _ = 4822
tnp = TP T T 27472 [m]

Természetesen tisztan matematikai titon is meghatarozhatjuk a palya gorbiileti sugarat.
A palya masodfoku parabola, amelynek paraméteres egyenletrendszerét mar felirtuk.

x=10t X=10 X=0
y=60+5t-5t y =5-10t y=-10
Paraméteresen adott sikgorbe esetén

1 iy -yl

= 3 a,B”-nek a t = 4 felel meg.
NG S DL

1 |10 :(-10)-0] 13257

5= T3 ~P= g - 4823[m

3
(10%2+ 35°%)2

4. Bizonyitsuk be, hogy egy l6vedék haromszor olyan magasra emelkedik, ha az emelkedési szog
60 fok, mintha 30 fok! (Azonos kezd@sebesség esetén!) Igazoljuk, hogy a hajitds tavolsaga viszont
nem valtozik! (Vizszintes sikon vagyunk.)

(€Y}
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5.V, =20 = kezdSsebességgel fiiggSlegesen felfelé hajitunk egy tdmegpontot, milyen magasra
emelkedik, mennyi idé mulva és milyen sebességgel érkezik vissza a talajra? g = 1.0[5]

6. Egy anyagi pont mozgdastorvénye ismert az id6fiiggvényében.

x(t) = et
y(t) =In(1 +t) t=0
z(t) = =5 t?

[rja fel a helyvektor-idéfiiggvényt!
At =0 iddpillanatban adja meg a tomegpont helyét, sebességét és gyorsuldsat!

7. Ismert egy anyagi pont gyorsulas-idéfiiggvénye.

a=61ti- %j - 10k
(1+t)
Adja meg a sebesség-idofiiggvényt, valamint irja fel a mozgéstorvényt! =~ =
Ismeretes, hogy a t_ = 0 id6pillanatban a tdmegpont sebessége \70 =i+j+k
és az anyagi pont az origoban van.

8. Egy a hajldsszogt érdes lejtd ,, A” pontjdbol a lejtével parhuzamosan v, kezdésebességgel elin-
ditunk egy testet.

Mikor és mekkora sebességgel érkezik a test a lejt6 aljan 1év6 ,,B” pontba?

A ,B” pont ,,s” tavolsagra van az ,, A” ponttol.

Adatok:
v, =1 [m/s] g =10 [m/s?]
s=2[m] m =5 [kg]
a =400 u=0,15

Készitsen vazlatot!

9. Az ,m” tomeg(li anyagi pont a stlytalannak és tokéletesen hajlékonynak tekinthet$ fonélhoz
kotott. A tomegpontot az ,,A” helyzetbdl vA kezd3sebességgel inditjuk. (2. dbra)

2. dbra
Adatok:
L=1[m] S ?
m =2 [kg] ~
o =600 ~ ~

v,=5 [m/s] oK ~
g=10 [m/s? ] L —/ R 5

14



Mozg6 testek mechanikdja

Hatdrozza meg, hogy mekkora sebességgel érkezik a tomegpont a ,,B” pontbal
Szamitsa ki a ,,B” pontban a gyorsuldst és a fonalerét!

10. ,H” magassagban ,,A™-bdl vizszintesen elhajitunk vo kezddsebességgel egy tomegpontot. A
tomegpont becsapddik az ,,L” tavolsagban 1év6 ,,B” pontba.

Adatok:

H =45 [m]

L =60 [m]

g=10 [m/s?]
Hatdrozza meg a V_ kezddsebességet és az ,, A” pontban a palya gorbiileti sugarat!
Készitsen vazlatot!

A merev test kinematikdja

3. dbra

A
Merev testnek nevezziik az olyan testet, amelynek tetsz6leges két pontjanak a tavolsaga a mozgas
folyaman allando.

|[Fas| = 4llands

A merev test két pontjanak sebessége kozotti 6sszetiiggés;
1_7)3 = 1_]:4 + ax FAB
A merev test sebességallapotat egyértelmien meghatarozza egy vektorkettés, amely példaul
lehet ,,A” pontjanak Uy sebessége és a merev test pillanatnyi 3 szogsebessége. (3. dbra)

Mivel @=V, ezért, ha a sebességek kozotti osszefiiggést idészerint derivaljuk megkapjuk a gyor-
suldsok kozotti osszefiiggést.

—V)B=VA +Z))XFAB+6XFAB

15
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=§

- 2 A d -
B Upgp = Vg — Vg = W XTyp

S €

A fentiek figyelembevételével megkapjuk a merev test két pontjanak gyorsulasa kozotti 6sz-
szefuggést.

5B= EA +EXFAB +5X(5XFAB)

A gyorsulasallapotot egyértelmiien egy vektorharmas hataroz meg, példaul (dy; w; €).
(3. dbra)

SIKMOZGAS ESETE

A miiszaki gyakorlatban nagy jelentésége van az ugynevezett sikmozgasnak, amikor a merev test
minden pontjanak a sebessége egy sikkal parhuzamos. (Példaul all tengely korili pillanatnyi
forgd mozgas.)

Sikmozgas esetén elegendé csak a merev testnek egy sikmetszetét vizsgalni.
Ez a stk legyen az , xy” sik.
Ilyenkor w ” g ”k

vA=vAx'Z+vAy'

!l <l

Ay = Gy * T+ ayy -
Gyorsulasok kozotti 9sszefiiggés az alabbi alakot olti:

Gy = A+ € kxtyp — w?Tap
mivel @ x (B x7yp) = & (@ * Typ) — Typ (W W)= —w* - FAB,
mert @ * Tyg =0

Itt el6johetnek a szerkesztd eljarasok, bar napjainkban elavultnak szamit (a szamitastechnika
fejlettsége miatt), de a megértéshez elengedhetetlentil sziikséges.

SEBESSEGABRA FOGALMA
Ha egy pontbdl felmérjiik a sikmetszet Gsszes pontjanak sebességvektorat, akkor a sebesség-
vektorok végpontjai altal meghatarozott sikidom lesz a sebességabra, amely hasonlé az eredeti
idomhoz (sikmetszethez), de (o iranyaba elfordul 90°-kal.
A GYORSULASABRA FOGALMA
Ha egy pontbdl felmérjiik a sikmetszet 8sszes pontjanak gyorsuldsvektorat, akkor a gyorsulds-

vektorok végpontjai altal meghatarozott sikidom lesz a gyorsulasabra, amely hasonld az eredeti
idomhoz, csak € iranyaba elfordul (7-¢) szoggel.

16



Mozg6 testek mechanikdja

_ &
9= w2
sebességpolus (P) az alapsik és a pillanatnyi forgastengely metszéspontja
1—7>p = 5

A vektorialis szorzat tulajdonsaga alapjan a sebességpolus nagyon egyszertien megszerkeszt-
hetd, ha ismerjiik egy pont sebességét, és egy masik pont sebességének a hatasvonalat. (4. dbra)

4. dbra

ol

Gyorsulaspolus (Q) az a pont, amelynek a pillanatnyi gyorsuldsa zérus.

Példak sik mozgast végzd merev testre

11. Egy merev test sik mozgdst Vegez, haromszog alaku sikmetszetének csucspontjai rendre
A(0:0) m, B(4:0) C(0:2) m. Adott #, =3 ] [—] , és a,,C” pont pillanatnyi sebességének a hatas-
vonala megegyezik a y tengellyel.

— Készitsen léptékhelyes vazlatot!

— Adja meg a pillanatnyi sebességpolus koordinatait!

— Hatdrozza meg a merev test pillanatnyi szogsebesség vektorat!

— Szamitsa ki az ,,A” és ,,C” pontok sebességét!

— Rajzolja meg a sebességabrat!

— Olvassa le a sebességabrabdl a haromszog sulypontjanak a sebességét!

Megoldas:
Lépték: 1 m =1 cm

17
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A 4. dbra alapjan konnyen megszerkesztettiik a sebességpolust > P (4:2).
A pillanatnyi forgastengely ,,P”-én atmend sikra merdleges tengely, ezért

|§B|: (l)lFPBl - W= E

_ > [1
w = 2,5k |-
s
- - — - - 7 - - m
Uyp= Vg + wx7gy =31+ 1,5k x (—41) = 37— 6] [—]
s

Be= Bp+ @ xToe =0+ 1,5k x (—40) = —6] [E]
s

A sebességabra jellege helyesen a kovetkez6 lesz:
Lépték: 1 [m/s] =1 cm

yi
—_— |
0 1A B X
//
-
.
V ( b, = 21— 4f| —|
/ : S
_ __7/'_ A sl 1
|

/ !
Cl %&“"—‘—* A|

Ellendrizziik a sulypont sebességét szamitdssal!

4 2
A stlypont koordinatdi S § P 5

4 2 m
Ds = Uy+ @xTys =3t— 67+ 1,5k x <§I’+ §7> = 21’—4]*?

12. Egy sikmozgast végz6 merev test sikmetszete egy haromszog.
Cstcspontjai rendre A(0,2; 0)m, B(-0,2; 0)m, C(0; 0,3)m
Adott:

. . . [m

a, =2t—3j [5_2]

- 3 6—) - [m

agp = 3,61 —J |—

B ] 52

Hatarozzuk meg az w szogsebességet és az e szoggyorsulast!
Szamitsa ki a ,,C” pont gyorsulasat!

18



Mozg6 testek mechanikdja

Megoldas:
w=w "k
N
£= ¢k
FAB = FB - FA = _0,41

aB == C_iA + SEXFAB - (1)2 - FAB
3,604+7=20—3]+ € -kx (=040 — w?(—0,4)
3,61+]=2i-3j-0,4 ‘gj+0,4 - »?]

Mivel sikbeli esetben egy vektoregyenlet egyenértékii 2 db skalaris egyenlettel, ezért a kovetke-
z6ket kapjuk:

36=2+040° — =4 - wzz[z]
1
1=-3-0,4¢ - g:_lo[_z]
S
— 7|1 - > 11
& =2k [ = —10k |3]
S
C_iC= C_iA‘l' ngAC_ (,UZFAC
dc = 20— 3] — 10k x (—0,27 + 0,3)) — 4 (=02,7+ 0,3))
e = 21—3]+2]+31+080—12]

o =580—2,2] [Sﬁz]

Megjegyzés:
0?*=4>w=1+2 miw =2 valasztottuk, de w = -2-vel is ugyanaz lenne a ,,C” pont gyorsulasa.
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Ellendrizziik le a ,C” pont gyorsulasat a ,,B” pont gyorsuldsanak ismeretében!

ac == aB + 5x773C - (UZFBC
. = 3,60+ — 10k x (0,27 + 0,3)) — 4 (0,27 + 0,3))
G, =3,60+]—2]+30—080—1,2]

G =580—22] [;"—2]

13. Az 5. dbrdn vazolt rud alaku merev test mozgasa kozben ,,A” pontja dllandoéan az x tengelyen,
»B” pontja pedig az y tengelyen van. A rtd ,, A” pontjét v, = dlland6 sebességgel kimozditjuk.

5. dbra
B L=2m
7 o = 30°
L
/|
m
/ B, = 47 [-]
— s
Vi

A

— Hatdrozza meg a pillanatnyi sebességpdlust!

— Hatarozza meg a rud pillanatnyi szogsebességét!

— Szamitsa ki a ,, B” pont sebességét!

— Rajzolja meg a sebességabrat!

— Hatdrozza meg a gyorsuldspolust!

— Hatdrozza meg a rad pillanatnyi szoggyorsuldsat és a ,,B” pont gyorsulasat!
— Rajzolja meg a gyorsuldsabrat!

— A gyorsulasabra alapjan hatdrozza meg a rud felez6pontjanak a gyorsulasat!
— Mekkora lesz a ,,B” pont sebessége t = 0,1 [s] mulva?

20



Mozg6 testek mechanikdja

14.

6. dbra

Lm

3Im

A 6. dbran abrazoltuk egy merev test haromszog alaku sikmetszetét.
> - [Mm m
Adott V4 = —6) [—] Ve =81 [—]
S S

— Szerkessze meg a sebességabrat!
— Olvassa le a ,,B” pont sebességét!
— Hatédrozza meg a pillanatnyi szogsebességet! ~ _, 1 . L m
— Szamitsa ki a ,B” pont gyorsuldsat, ha € = —3k [_2] és Ay = 21 [_2]
— Szerkessze meg a gyorsuldsabrat! s §
— A gyorsulasabrabdl olvassa le a ,,C” pont gyorsulasat!

15.

7. dbra

b
A

A 7. dbrdn vazolt henger a vizszintes sikon tiszta gordiiléssel mozog. A stly-
pont sebessége a mozgas folyaman dllandé. [1]
— Hatdrozza meg a henger pillanatnyi szogsebességét és a ,,B” pont sebességét!
— Hatdrozza meg az ,A” és ,B” pontok gyorsuldsat!
— Rajzolja meg a sebességabrat és a gyorsulasdbrat!

[1] Csizma-
dia Béla
(1993): Me-
chanika II1/B.
Mozgé testek
mechanikdja.
Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.
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— Mi lesz az ,,A” pont palyagorbéje?
— Irja fel a palyagorbe egyenletét paraméteresen!

Utmutatds .
A henger ,A” pontja és a talaj kozott nem lehet sebességkiilonbség, v, = 0, A =P

Az d;=0,>5=Q
A merev test kinetikaja

A jelenlegi tanulmanyaink soran csak olyan testekkel foglalkozunk, amelyek homogének (stira-
ségiik allando, p = dllandd), a kettds szimmetria fennall (forgdstestek), a pillanatnyi szogsebesség-
vektor (@) a stilyponti tehetetlenségi fétengellyel egybeesik vagy vele parhuzamos.

Ha a testnek van szimmetriatengelye az mar egyben tehetetlenségi fétengely is.

ALAPFOGALMAK

- —

Impulzus I=m - Vg

A merev test sulyponti perdiilete 7?5 = 0 - w

0, = f r? dm
1 2
0s = 2 m:-r (korong, henger, tarsa)
m - [?
0, = ——— (karcst prizmatikus rad)
12
2 .
b)
O, = =-m - r? (gom
S 5

Steiner tétel 8,= Q4+ t? 'm
Valamely sulyponti tengellyel parhuzamos idegen tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték
egyenld, a sulyponti tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték, plusz a két tengely tavolsaga-
nak a négyzete, szorozva a merev test tomegével.

A merev test mozgdsi energidja

E = % m - v+ %05 - w? a sulyponti jellemzékkel
1 2
E = > 0, w ha az ,a” a pillanatnyi forgéstengely



Mozg6 testek mechanikdja

Teljesitmény
P=F -9 (erd szorozva a merev test azon pontjanak a sebességével, ahol az eré tamad)
P=M - w (nyomaték teljesitménye)
Munka
W= JPdt= fﬁ vdt = jﬁd?
W = detz fM @ dt = fﬁda
Egyszert esetekben
W=F-AN+M-Ap

Statikus kiegyensiilyozds
Célja: hogy a forgastengelyt sulyponti tengellyé tegytk.

Dinamikus kiegyensiilyozds
Célja: hogy a forgo rész forgastengelyét tehetetlenségi fétengellyé kell tenni.

IMPULZUSTETEL

I=F (m-as=F)
(Newton II. torvénye!)

A merev test mozgasmennyiségének idGszerinti elsé derivaltja egyenld a merev testre hatd dsszes
kiilsé eré osszegvektoraval.

Integrdlis alak
t1
11 - IO = f F dt
tO
A merev test mozgdsmennyiségének megvaltozdsa a (t; t,) idéintervallumban egyenld a merev
testre hatd 0sszes kiilsé er6 impulzusaval.

PERDULETTETEL

Differencidlis alak

n =M ® -e=M)

n n



Izsak Gyula

A merev test tengelyre szamitott perdiiletének id6 szerinti elsé derivéltja egyenl, a merev testet
terhel§ kiils6 er6rendszer ugyanarra a tengelyre szamitott nyomatékaval.

Integrdlis alak
Tp1 — Mpo = an dt

A merev test valamely ,,n” tengelyre szamitott perdiiletének (¢ ; ¢,) idSintervallumbeli megval-
tozdsa egyenld, a merev testet terheld kiilsé erérendszer ,,n” tengelyre szamitott nyomatékanak
id@szerinti integraljaval.

MUNKATETEL

Differencidlis alak

E=P
A merev test kinetikai energidjanak id6 szerinti elsé derivaltja egyenld, a testre hatd dsszes kiilsé
erd teljesitményével.

Integrdlis alak

E,-E =W

AB
A merev test kinetikai energidjanak A, B pontok kozotti megvaltozasa egyenld a testre hatd 9sz-

szes kiils6 er6 A, B pontok kozott végzett munkajaval.
Példak merev test tengely koriili forgd mozgasara

16.

8. dbra

R=0,4 [m]
m =10 [kg]
® =20"1"/"s" b
0 X
M =6 [Nm] LN
g=10"m" /sA2
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A 8. dbrdn az m tomegU, R sugari homogén korhenger a sulypontjan étmend Z tengely koriil
forgémozgast végez. Mennyi idé mulva és mekkora szogelfordulas megtétele utan all meg a test
az M_csapéagysurloddsi nyomaték hatdsara?

Megoldds

Az id6 meghatarozasahoz célszert olyan alaptételt felirni, amelyben szerepel.
[rjunk fel perdiilettétel integralis alakjit a forgastengelyre.

TTzq1 = Tz = fMZ dt
02(1)1_ 920)0 = _Mst

w,=0, mert megdll a korong

1 1
6, = 5m: R =510 -04% =08 [kg-m?]
t=2,67 [s]

A szogelfordulds meghatarozasahoz célszert felirni a munkatétel integralis alakjat
E-E=W
[4 ol
1

2 67 Wi — ) 6705 = —Ms ¢
1

—3 0,8 - 202 = —6¢

~160 = -6¢

¢ = 26,67 [rad]

Természetesen mas uton is megoldhato a feladat. Ha a merev test all6 tengely koriil pillanatnyi
forgomozgast végez, akkor célszert felirni perdiilettétel differencialis alakjat a forgastengelyre.

Bzg = MS

£ ||M, ||k
75 |=

A korhenger egyenletesen lassulé kérmozgast végez
e=-7,5
w=w-¢et
p=wt-¢e2F
0=20-7,5t>t=2,67 [s]
©=20t-7,5-1/2 - *=20-2,67-1/2 -7,5 - 2,67°=26,67 [rad]
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17.

g

r=500 [m
m =20 [k
F=100[
w=10]1
u=0,1

]

Z s,

~
w»
_—

Egy kétpofas fék vazlatos rajza lathatd a 9. dbrdn. A r sugaru, m tomeg(, homogén témegelosz-
last merev korong a kozéppontjan atmend z tengely koriil forog w szogsebességgel. A merev
fékpofat F erével szoritjuk a korong keriiletéhez.

— A fékezés megkezdésétdl szamitva mennyi id6 mulva all meg a korong?

— Mekkora szogelfordulds megtétele utan all meg?

— Hanyat fordul megallasig?

18. A vazolt henger a vizszintes sikon tiszta gorbtiléssel mozog. (10. dbra)

10. dbra

r=0,4 [m]

m =20 [kg]
v, =16 [m/s]
M=9,6 [Nm]
g=10[m/s]

Hatdrozza meg:
— A henger pillanatnyi szogsebességét (w ).
— A test szoggyorsulasat (e).
— A tdmasztoerd-rendszert (F , F Ay).
— A gordiiléshez sziikséges minimalis nyugvasbeli sarlodasi tényez6 értékét (u
— Mennyi lesz a stlypont sebessége (v ) s = 2 m Gt megtétele utdn?

).

omin

Megoldds
A tiszta gorbiilés miatt A = B v, = 0, ezért az ,A” ponton atmené sikra merdleges ,.a” tengely lesz
a pillanatnyi forgastengely.
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Uso 1,6 1
mo=ray an= = ga=s

Az e meghatarozasahoz perdiilettétel differencidlis alakjat irunk fel a forgastengelyre:

0-e=M

1 3 ) )
O,= 0+ r* -m= Sm: r2+m - r’= Sm:-r =48 [kg - m*]
_M_9,6_2 1]
£T 0, T a8 2

Mivel a sulypont egyenes palyan mozog, ezért csak érintd irdnyu gyorsuldsa lesz.
a=re=04-2=08[m/s’]

Az impulzustétel differencidlis alakjabol

m-a=F_ >  F_=20-08=16[N]

0=F, -G >  F =G=mg=20-10=200N]
Fu| 16

tomin = [2El = —==0,08

omin FAy 200

Ha az egyik helyzetben ismerjiik a mozgasjellemzét és keressiik egy masik helyzetben, akkor
munkatétel integralis alakjat célszer( felirni:

El_Eo:Vvol

1 1 S 2
—fwi— 0,02 =M =2 = =
2717 5 %o ¢ =r 04"
1 1
5'4,8'(1)%—5'4,8'42:9,6'5

2,4 w12 -38,4=48
v,=71-w,=04-6=2,4[m/s]

Mivel a sulypont végig egyenes palyan mozog allandd gyorsuldssal, ezért egyenesvonalu egyen-
letesen gyorsulé mozgast végez.

a=0,8 [m/s?]

v,=v, tat

s=v t+[a/2]t,

2=1,6t+04-t

£+4t-5=0 N t=17[s]
v,=v +a-t=16+08-1=24[m/s]
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19. A 11. dbrdn vazolt henger a vizszintes sikon tiszta gordiiléssel mozog.

11. dbra

r=0,4 [m]

m =20 [kg]

v, =12 [m/s] B- F
F=120 [N]

g=10[m/s*]

Hatdrozza meg:
— A pillanatnyi szogsebességet (w )!
— A test szoggyorsulasat (¢)!
— A sulypont gyorsulasat!
— A kényszererét!
— A gordiiléshez sziikséges minimalis nyugvasbeli sarlodasi tényez6 értékét!

20. A 12. dbrdn strlédasmentesen csapagyazott fizikai ingat vézoltunk. Az inga m, tomegi rdtdl
és m, tdmeg tarcsdbol 4ll.

12. dbra
Aff’; ma / m;,
L=08 [m] ¥
m =6 [kg] »
r=0,2 [m] e
m, =3 [kg] —t ok 2r
g=10[m/s?] : :
. ’%-1' ~
/ ~
g !
\ r
~ e

Hatdrozza meg:
— A sulypont helyét!
— A vizszintes helyzetében magara hagyott fizikai inga szogsebességét a fiiggdleges helyzetében!
— A fiiggdleges helyzetbeli kinetikus energiat!
— A reakcider6t a fuiggdleges helyzetben!
— A inga perdiiletét az ,,A” ponton atmend sikra merdleges ,,a” tengelyre fiiggéleges helyzetben!
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— Vizszintes helyzetben a sulypont gyorsulasat!
— Az inga impulzusat fuggéleges helyzetben!
— Fliggoleges helyzetben az inga sulypontjanak a perdiiletét!

21. A 13. gbrdn lathaté m tomegii R sugaru korong ,,A” ponton atmend sikra merdleges ,,a” ten-
gely koriil forog.

13. dbra

R=2[m]
m = 4 [kg]
g=10[m/s]

Mekkora w, szogsebességgel kell inditani a korongot fiigg6leges helyzetébdl, hogy a szagga-
tottan jelolt vizszintes helyzetében a szogsebessége zérus legyen?

A fligg6leges helyzetben —w, ismeretében — szdmitsa ki a korong
— sulypontjanak sebességét,

— sulypontjanak gyorsulasat,

— a tamasztderdrendszert,

— a perdiiletét ,,a” tengelyre,

— mozgasi energidjat!

22.
14. dbra
b
F
ZR V.
%A :3l?2i "
m
M,
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A 14. dbrdn egy tarcsa alaku forgod részt lathatunk. A sulypontja nincs rajta a forgastengelyen,
ezért a forgd rész statikailag nem kiegyensulyozott.

r =100 [mm] b =40 [mm] m =10 [kg] e=0,1 [mm)]
A ,e” miatt fellép ,,F” tehetetlenségi erd.

F=m-.e -’ (w=2m-n)
Mint lathato a tehetetlenségi erd a szogsebesség négyzetével aranyos.

Az F= 2,74 [N] > ha n =500 [1/min]
F=274,16 [N] > ha n =5000 [1/min]

A statikai kiegyensulyozatlansagot — példaul - ugy tudjuk megsziintetni, hogy a tarcsa palastjara
a sulyponttal ellentétes oldalon m_tomeget szereliink fel. Ha m - r = m - e teljesiil, akkor a suly-
pont a forgastengelyre kerdil.

= ¢ 1021 _ 001 [kg]
Mo =M = "T00~ - "9

Az m_felszerelése utdn minden fordulaton kiegyenstlyozott a forgo rész.

23.

15. dbra

1=0,5 [m] A
a=>50 . ‘ o
n=3000 [1/min] ~ —F ——— + L. e

C
'f!“‘z‘

A 15. dbrdn egy tarcsa alaku forgorészt lathatunk, amelynek sulypontja rajta van a forgasten-
gelyen, de a forgastengely nem esik egybe a tehetetlenségi f6tengellyel (dinamikus kiegyensulyo-
zatlansag).

Ebben az esetben a tehetetlenségi er6k ereddje egy erépar, amelynek a nyomatéka meréleges
lesz a rajz sikjara (Mp) Ez a nyomaték w szogsebességgel forog a forgastengely koril. Jelen eset-
ben:
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1 .
M, = 5 (6, — 0,) w? sin2a

Az egyszeriiség kedvéért a 15. dbrdn lathato tarcsa adatai megegyeznek a 14.

dbran lathatéval.

_ 1 2 _ 1 2 2

0, = Smrt=zo 10 - 0,1 = 0,05 [kgm?]
1

— . - (392 2Y— — .10 -(3-0.12 2
Oy o m (3r* + b%) 3 10 - (3-0,1° + 0,04°)
=0,0263 [kgm?]

_2mem 2m -3000_31416[1]
760 T 7 60 U5

1

M, = = (0,05 - 0,0263) - 314,16 - sin10° = 203,09 [Nm]

Az Mp ismeretében a csapagyakban ébred6 erék mar konnyen kiszamithatok.

Fy=y= 2= 2899 o618
A B l 0’5 ) [ ]

Ezek az er6k jelentés tobblet igénybevételt jelentenek a csapagyakra és az egész
szerkezetre. Itt az Mp nyomatékot gy tudjuk megsziintetni, hogy a forgorészt
dinamikusan kiegyensulyozzuk.

A bemutatott 22. és 23. szamu példan felhivtuk a figyelmet a kiegyensulyozat-
lansag fontosségara. Ezek a hatasok harmonikusan valtozé gerjesztd erérendszert
jelentenek, ami oka lehet karos rezgések keletkezésének. [2]

Az alaptargyunknak nem feladata a kiegyensulyozasi modszerek és kiegyen-
stulyoz6 gépek ismertetése. Ezekkel, valamint a rezgéscsokkentés mddszereivel a
Rezgésdiagnosztika cimt targy keretén beliil még részletesen foglalkozni fognak.

Osszetett szerkezetek vizsgalata

Ebben a fejezetben egy szabadsagfoku dsszetett szerkezetek kinematikajat és kine-
tikajat egyszerre fogjuk bemutatni.

Ezen szerkezetek egyes tagjai a szerkezettel 9sszhangban sikmozgast végeznek.
Ilyen szerkezetek példaul az egyszerti emelGszerkezetek, fogaskerékhajtasok stb.
A szerkezet tagjai altalaban jol elkiilonithet6 elemi haladomozgast és pillanatnyi
forgémozgast végz4 merev testekbdl allnak. Sokszor szerepel dsszekapcsold elem-
ként az ugynevezett idedlis kotél.

Idedlis kotél:
— sulytalan,
— nyujthatatlan,
— tokéletesen hajlékony,
— csak hazderdt képes felvenni.

[2] Hegediis
Attila (2009):
A miiszaki
rezgéstan
alapjai. Go-
dolls: Szent
Istvdn Egye-
tem Kiadé.
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SZERKEZETEK VIZSGALATA KLASSZIKUS MODSZERREL

A modszert akkor célszerti hasznalni, ha az dsszes elem mozgasjellemzéit keressiik és az elemek
kozott fellépd erhatasokra is kivancsiak vagyunk. A feladatmegoldas soran szétszedjiik a szerke-
zetet (alkalmas helyeken) elemi haladomozgast és pillanatnyi forgdmozgast végz0 részekre. Majd
az impulzustétel differencialis alakjat irunk fel a haladomozgast végz6 elemekre és perdiilettétel
differencialis alakjat irunk fel a forgémozgast végz6 elemeknél (a forgastengelyre). Ezek utdn
még felirunk elegendé szamu kinematikai kapcsolddési egyenletet. Igy tobbismeretlenes inho-
mogén algebrai egyenletrendszerhez jutunk.

A tobbismeretlenes algebrai egyenletrendszer megoldasahoz sokféle megbizhaté matemati-
kai eljaras all rendelkezésiinkre (algoritmusok, programok).

SZERKEZETEK VIZSGALATA REDUKCIOVAL
Az eljarast akkor célszerti alkalmazni, ha csak az egyes elem mozgasjellemzdjére vagyunk kivan-

csiak. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy haladomozgast végzé elem pillanatnyi gyorsuldsat (a,
vagy forgomozgast végz6 elem pillanatnyi szoggyorsulasat (e) keresstk.

16. dbra

m-a= Fr
a= Fr/m

My

A 16. dbrdn bejeldlt m - t (redukdlt témeg) abbdl a feltételbdl kapjuk meg, hogy a redukalt
rendszer mozgasi energidja megegyezik az egész szerkezet mozgasi energidjaval.
E=E

Az F, (redukdlt erd) kiszdmithat6 abbdl a feltételbél, hogy a redukalt rendszerre hato erd
pillanatnyi teljesitménye megegyezik az egész szerkezetre hato kiils6 erérendszer pillanatnyi tel-
jesitményével.

17. dbra
Ml’
—
Pr=P
Or.e=Mr ‘\
"8: " HMH _l|rll /|le" _“rll / 8
/
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A 17. dbrdn lathat6 6_(redukélt tehetetlenségi nyomaték) kiszdmithaté abbol a feltételbdl, hogy
E =E

Az M_ (redukélt nyomaték) pedig abbdl a feltételbdl, hogy P = P

Valdjdban a redukcids médszer alapja a munkatétel differncialis alakjdnak az alkalmazisa E = P

24.

18. dbra

m =120 [kg] —m
m, = 60 [kg]
m, = 80 [kg]
r=0,4 [m]
g=10[m/s?]
rris ’ m,

A 18. dbrdn vazolt szerkezet pillanatnyilag nyugalomban van. A henger az ,,A” pontonatmend
sikra meréleges ,,a” tengely koriil surlédasmentesen foroghat. A kotél idedlis, a dobon nem csu-
szik meg és a végein m, és m, tomegek vannak.

Hatdrozza meg:

— A kotélen fiiggd tomegek gyorsuldsat.
— A tarcsa szoggyorsulasat.
— A kotélerdket.
— Azt az id6t, amig az m, tomeg elértia V = 3 [m/s] sebességet.

El6szor a feladatot klasszikus modszerrel oldjuk meg, ezért szétszedtiik a szerkezetet megfele-
16 részekre, majd bejeloltiik az ébredd erdket és a sziikséges mozgaselemzdket a hatas-ellenhatas
torvényének figyelembe vételével. (Lasd 19. dbra)

19. dbra

Az egyenleteket felirva a kovetkezdéket kapjuk:
ma=K,-G,
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m,a=G,-K,

0. e=rK,-rk,
a=re

G,=m, -g=600N

Ezeket behelyettesitve az els6 harom egyenletbe, a harmadik egyenletet osztva ,,r”-el kapjuk

60a =K, - 600
80a =800 - K,
60a=K,-K,

A harom egyenletet 6sszeadva kapjuk

200a = 200
a=1[m/s?]

e= a/0,4=2,5[1/s*]
K, = 660 [N]

K, =720 [N]

Redukcids modszerrel ellenérizziik az e-t.

e=Mr/6r

E=E

1 1 1 1
Eer'w2=§m1'v2+§m2'v2+§6-w2 V=r-om

O =m -r,+m -r,+06

Gr =60-0,42 + 80 - 0,42 + 9,6 = 32 [kgm?]
P=pP

M- -w=G,-v-G,-V

M =3800-0,4-600-0,4=380 [Nm]

e= M/6 = 80/32=2,5[1/s° ]

V=a-t t= V/a=3/1=3[s]

Tehat m, tomeg 3 [s] mulva éri el a 3 [m/s] sebességet.
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25.

20. dbra

A 20. dbrdn egy emel6észerkezet lathat6 vézlatosan. Az emelést M, hajtonyo-
maték biztositja. A (3) és (4) fogaskerekek szabadon elfordulhatnak az ,a” és ,,b”
tengelyek koriil és egymason csuszas mentesen gordiilnek. Az (1) jeld teher a (2)
jelt kotéldobhoz idedlis kotéllel csatlakozik. [3]

Adatok:
m, = 1000 [kg] M, = 2480 [Nm]
m, = 500 [kg] r,=14=0,4 [m]
m, = 1000 [kg] r,=0,8 [m]
m, =375 [kg] g=10[1/¢]

Hatdrozza meg:
— a teher gyorsulasat (a),
— a kotélben ébredé kotélerdt (K),
— a kotéldob szoggyorsulasat (e2)

Megoldds:
1 1
62 = E m, 1"22 = E =500 - 0,4‘% 40 [kgmz]
1 1 ,
92 = E my "1y = E = 500 - 0,4‘

1 1
0, = 5 m, i = 5 =375 0,4* = 30 [kgm?]
G,=m,-g=1000-10 = 10000 [N]

A kapcsolodasok miatt
vV=r,- 0, > w,= V/0,4 (v = teher sebessége)

[3] Egert
J.—Nagy
Z.(2009):

Mechanika-

mozgdstan.
GyOr:

Universitas.
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w,=w,
W, r,=w, T, > w4=5v

A gyorsulast most célszerti redukciés méodszerrel meghatarozni, mégpedig ugy, hogy a hala-
dé mozgast végz6 teherhez redukalunk.

(m-a=F)
A bevezet6ben emlitettek alapjan
E=E
1 1 1
— .2 1 2
E:mr.UZ_Eml U+2(92+93)w2+§94a)£

Beirva az értékeket az egyenletet osztva v -tel és szorozva 2-vel kapjuk:
1000 + 360 +30 - 25
m, = —_— .
2 0,16
m,_ = 4000 [kg]
P=p
FI‘ 'V=M4'C()4'G1 v
Fr.v=2480-5v-10000 - v
Fr =2400 [N]
E, 2400 m
— = —=0,6 —
M, 4000 s?
A kotélerdt (1) jeli tagra felirt impulzusétel differencialis alakjabdl kaphatjuk meg.

ml-a=K—G1
szl-a+G1=1000-0,6+10000=10600[N]
a

B B _ 0,6 1
a=r; ‘& > Er= r_z_ ﬁ_1,5 [5—2]

26.

21. dbra

m, =10 [kg]
m, =5 [kg]
r,=1[m]
g=10m/s?
M, =40 [Nm]
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A 21. dbran egy egyszerii emel8szerkezetet vazoltunk.

Hatdrozza meg:
— a teher gyorsulasat,
— a kotélerét,
— a tdmaszto erérendszert! [3]

27.
22. dbra

m = 600 [kg]

m, =20 [kg]

m,, = 30 [kg]

m,, = 50 [kg]

r,=0,2 [m]

r,,=0,3 [m]

r,=0,5 [m]

M, =800 [Nm]

£=9,81 [m/s?]

I'm |

(A

A 22. dbrdn vézolt emelSszerkezet ,,a” jelt tengelyét M, nyomaték hajtja meg.

Hatdrozza meg:
— a teher gyorsulasat,
— a kotéler6t,
— a kerekek szoggyorsulasat,
— a fogaskerekek kozott fellépé kapcsoloerd tangencidlis Gsszetevdjét!

28. Adott a 23. dbrdn vazolt egyszerti mechanizmus geometriaja és 1 jeld rudjanak
szogsebessége és szoggyorsulasa.

23. dbra

a=1,0[m]
b=0,5[m]
w,=5 [1/s]
g,=2 [1/s7]

[3] Egert
J.—Nagy
Z.(2009):
Mechanika-
mozgdstan.
GyOr:
Universitas.
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Hatdrozza meg:

—a,B”pont sebességét,

—a,,B” pont gyorsuldsat, a 2-es és 3-as jeli rudak szogsebességét,
—a,C” pont sebességét,

—a 2-es és 3-as jeli rudak szoggyorsulasat,

—a,,C” pont gyorsuldsat!

Megoldds:

Peremfeltételek:

:2” D<I )SI
1 Il
Ql ol <l

ED =5

Mivel az ,A” és ,,D” rogzitett pontok:

)
3)

FAB=Oi+1]
EB: EA‘l‘ 51x7A3= FA‘l‘ w 'k)C?AB

Tg=0+5 kxj = —5i

—_ —_ —_ —2 —_
dgp = aA+ EXTyp — W1 " Typ
Gy = 0+ gx2kx1j— 5% -1
—_— _ e _.m
agp = —2i — 25j )
?CZZEB'FaszBC
5(:3: FD"I‘E:;.XFDC
Tp+ @, kx1li= Ty + @; -kx (=051 +))
_52+ w2]:0_0,5 ) (1)3_7_ 0)3i

ii-5=-w,
jrw2 =050

3

Mivel egy sikbeli vektoregyenlet egyenértékii ketté darab skalaris egyenlettel. (Két sikbeli

vektor akkor egyenlé, ha a jobb és bal oldalon az 1 mellettiek ésa j mellettiek is megegyeznek.)

w, =5 [1/s]
®,=-0,5-5
w,=-2,5[1/s]
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Vez = Vs
—5i —2,5] = =5i — 2,5j

— i -m
ve = —5i—2,5j ”

Acz = Qg
— —_— -_— —_— —2 —_ —_ - i
(2) Qg =agp+ & XTgec— Wy * Tpe Tgc = 1,00 + 0j
— —_— -_— —_— —2 —_— _— n i
(3) Qg3 = ap+ & XTpc— W3 * T'pe Tpe = 0,51 + 1)

Gc, = —20— 25+ & kx1,0i —(—2,5% -1,00)
Qc, = —2i —25j + 1,0&,j — 6,251
Gc, = —8,251 —25] + 1,05, )
Qc; = Qg3
—8,25({ — 25j + 1,0e,j = —0,5e5] — &30 + 1251 + 25]
i: —8,25 = &30
j: —25j+€3 = _0,583 — & — 25
1
g5 = 20,75 [5—2]
— 25+ & = (=05 - 20,75) — 25
1

g = —10,375 [5_2]

Ellendrzés:

Igaz, ha teljesill: acy = acs

—8,25{ — 25j = 10,375] = —0,5 - 20,75j — 20,75i + 12,51 — 25]
—8,25i — 35,375 = —10,375] — 20,75 + 12,51

—8,25i — 35,375j = —8,25i + 35,375j
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29. A 24-es dbrdn egy egyszer(i egyenes elvezetésii forgattyus hajtomi vazlata lathato.

24. dbra

r=10,05 [m]

n =100 [1/s]
L=0,2[m]

¢ =600

T = talppont
r/L=A=1/4

A fordulatszam allando!

Hatdrozza meg:
—az ,,A” pont sebességét,
— a hajtorad (2) szogsebességét,
—a,B”pont sebességét,
— azt a szoget (¢) aminél a ,,B” pont sebessége maximalis lesz,
—a ,,B” pont gyorsulasat kozelité formula segitségével.

Megoldds:
w=2- -1 n=628 1/s
v,=r - w=0,05-628=31,4 m/s

AT =7 -sing = L - sinf
r

sinf = I - Sing

B = arcsin(0,25 - sin60°) = 12,50

OB=0T+TB=r - cosp + L -cosf= 0,05 -cos60° + 0,2 - cos12,5°
= 0,22 [m]
0B 002 _ 0 1t
cosp 05 m

AP, = OP, —r = 0,44 — 0,05 = 0,39 [m]

ﬁz =

A w, = meghatdrozdsa:

— vV, 314 1
Wy - AP2 = VA - Wy = ﬁ = m = 80,52 [E]
2 )
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P,B = 0B -tgp = 0,22 -tg60° = 0,38105
S m

vs = w, - P,B = 80,52 -0,38% 30,68 [?]

Ha az r/l viszony 1/5 és 1/4 kozé esik, akkor jol hasznalhatdk az alabbi formulak.

A
Vg =T W, (simp + 3 -sianp) \ vg

IR

T Wy (sinwot + > -sinZth)

ag =1 - w3 - (cosp + \ -cos2¢@) \ ag

= Vg1 - w3 * (coswt + \ *cos2wt)

Lasd részletesebben [1], [4], [5].

Figyelem!

A kozelitéssel szamolt v, minddssze 0,09 [m/s] -al tobb mint a pontos érték.

A szemlélet alapjén latszik, hogy a v, akkor lesz maximalis, ha a hajtokar és a haj-
torad egymasra merdleges.

L 0,2
= - = —= ) = o
tge = 0.05 4 - ¢ =7596

. A
Vmax = 5 * Wy (sm(p’ + > -stgo')

A maximalis értékeket ne szamoljuk a kozelité formuldk alapjan, mert igen
jelentds eltérések lehetnek!

m

ag = 0,05 - 6282( cos60° + 0,25 - cos120°) = 7394,7 [;]

Természetesen tisztan matematikai modszerekkel is meghatarozhatok ezek az
értékek.
Elmozdulas - Id6figgvény:

Xg =71 -cos@ + L - cosf

xg =1 - coswt + L - cos[arcsin (N - sinwt)]
= )’CB

l}Bz‘j&B

Tekintettel arra, hogy a kitérés — idéfiiggvény is tobbszordsen Osszetett fiigg-
vény, ezért ennek az idGszerinti elsé derivaltja is igen bonyolult lesz. Az id6 sze-
rinti masodik derivaltja szinte kezelhetetlenné vélik. Erre még a Mechanizmusok
cimi tantargy keretén beliil visszatériink.

[1] Csizmadia
Béla (1993):
Mechani-

ka III/B.
Mozgé testek
mechanikdja.
Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.

[4] Bruno
Assmann
(1992): Tech-
nische me-
chanik band
3: Kinematik
und kinetik.
Miinchen—
Wien: R.
Oldenbourg
Verlag.

[5] Izsak
Gyula (1997):
Forgattyus
mechanizmus
kinematikai
vizsgdlata.
Dunadgjvaros:
ME DEK
Kozlemé-
nyei XVIIL
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[6] Salyi
Istvan (1982):
Dinamika

I. Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.

Izsak Gyula

30.

w,=50 [1/s]
h =400 [mm]
m = 8 [kg]

Y iiicrereces corg

150

Ind

A 25. gbrdn egy négytagu, négycsuklos, sikbeli, karos mechanizmus lathato. A
rudak stlytalannak tekinthetok.
A BCrud (2) kézéppontjaban m tomegl anyagi pontnak tekinthetd test van fel-
erdsitve.
Az 1-es jelti rud (AB) az ,A” ponton atmend és az dbra sikjara meréleges ,a” ten-
gely koriil w, szogsebességli elemi forgémozgdst végez.

Hatdrozza meg a tomegpont mozgasi energiajat a vazolt helyzetben! [6]

Utkozések

Utkozésrdl beszéliink, ha két test mozgasallapota egymasra hatés kovetkeztésben
- rugalmas, vagy részben rugalmas alakvaltozas kozben - rovid id6 alatt megval-
tozik.

Feltételezziik, hogy az titk6z0 testek szilard testek (alakvaltozasra képesek). Az
ilyen anyagu testeket rugalmas testeknek nevezziik.

Csak sikmozgast végz6 testek titkozésével foglalkozunk.

Feltevéseink:
— az litkozo testek rugalmasak,
— az Utkozés igen rovid id6 alatt torténik,
— az érintkezés alatt a testek helyzetében nem kovetkezik be valtozas,
— az Utkozés kovetkeztében fellépd er6k mellett a tobbi erd elhanyagolhato,
— az érintkezd feliiletek, simdk (p = 0).



Mozg6 testek mechanikdja

Anyagtiorvények:

— Tokéletesen rugalmas testek iitkozése: a testek deformacidjara forditott energiat teljes mérték-
ben visszanyerjiik.

— Tokéletesen képlékeny testek titkozése: a testek deformacidjara forditott energia teljes egészé-
ben alakvaltozasi munkava alakul és nem nyerhetd vissza.

— Rugalmas-képlékeny testek titkdzése: a testek deformdcidjara forditott energia részben vissza-
nyerhetd.

26. dbra

®
=
sS4

"

() @

P1, P2 - a testek érintkez6 pontjai
e — az érintkezési pontban a feliiletek érintd egységvektora
n — az utkozés normalisa (normalvektor, a feliiletekre meréleges egységvektor)

Jelolések az dbran:
v, — a testek stlyponti sebességei az litkdzést megel6z6 pillanatban
u, - a testek stlyponti sebességei az iitkdzés utdni pillanatban
w, - a testek szogsebességei

Vsl’

usl’
W,

Az UTKOZESEK OSZTALYOZASA
Centrikus iitkozés: az Gitkdzési normalis atmegy mindkét test sulypontjan
Egyenes iitkozés: a sulyponti sebességek az titkdzési normalisba esnek.
Ferde iitkozés: A sulyponti sebességek nem esnek az iitkézés normalisaba.
Excentrikus iitkozés: az titkozési normalis nem megy at mindkét test sulypontjan.

Mi a tovabbiakban csak a centrikus iitkozésekkel foglalkozunk.

A centrikus iitk6zés soran a testek szogsebességei nem valtoznak meg. (A perdiilettétel differen-
cialis alakjabol kovetkezik.)



Izsak Gyula

A 27. dbrdn vazoltuk m1 és m, tomegii testek iitkozését. Az impulzustétel differencidlis alakjat
felirva az egész rendszerre kapjuk:

my - Usy+ My U= My Uy + My "Usz =M - s,
aholm=m +m,

my - Ug + my - Usy

Ug =
m1+ m,

Bevezetve a k titkozési tényez6t
o my [Usin — Vsl _my [Us2n — Vsnl
my |vsln - usnl m; |v52n - usnl

Az itkozési tényezo: az eltavolodasi szakaszban bekovetkezd impulzus-valtozas és a kozele-
dési szakaszban bekovetkezé impulzus-valtozas hanyadosa.

Ha k =1 - tokéletesen rugalmas titkozés,
k = 0 - tokéletesen rugalmatlan {itkdzés (tokéletesen képlékeny),
0 < k< I - rugalmas-képlékeny (valdsagos) titkozés.

Konnyen beldthatd, hogy Ugq1, = Vg1e 5 Usze = Vsoe

Az 1itk6z6 testeknek az {itkozési normalisra merdleges (érintd iranyu) sebességdsszetevdik
nem valtoznak.

Felirva az impulzustétel normaliranyu alakjat és a mozgasmennyiség visszaalakulasat kifejez6
Osszefiiggést — a megoldas részletezése nélkil — kapjuk:

m;
— (1 + k) ) (vsln - stn)

u =7 -
sin sin m, + m,

m
Uson = Vsan T m "I+ k) (Wsin — Vsan)
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A marado alakvaltozasra forditott mozgasi energia:

1 ml " mz
AE = E (1 - kz)m (vsln - stn)Z- (1
Példak utkozésekre
1.
28. dbra

k=0,6

m, =10 [kg]

m, =20 [kg]

D, = 200 [?]

A 28. dbrdn m, és m, tomeg( gomb alaku testek (golyok) centrikus titkdzését
vazoltuk.
Hatarozzuk meg a sulypontok {itkdzés utani sebességét!

n=r, e=j,
Mivel centrikus titkozéskor az titk6zési normalisra merdleges sebességosszetevok
nem valtoznak meg, ezért

usly: VstZO

u,=v,, =30

s2y s2y

A normalis iranyu (x iranyu) titkdzés utani sebességosszeteviket az el6z6 ol-
dalon taladlhat6 képletekbe torténd behelyettesitéssel egyszertien szamithato.

Uy, = 20 -(1+0,6)-(20-(-10)) = —12

10 + 20

=-10 19 1+0,6)-(20 10)) = 6
Usax = ~10+ 5755 - (1 +0.6) = (=10)) =

Tehat a stulypontok iitkdzés utani sebessége lesz

U, = — 12t [?]

ﬂsZ

67 + 307[?]

[1] Csizmadia
Béla (1993):
Mechani-

ka III/B.
Mozgé testek
mechanikdja.
Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.
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Oldjuk meg a feladatot Maxwell-féle szerkeszté eljarassal is!
El6szor meghatdrozzuk m, és m,tomegek kozos stilypontjanak a sebességét:

s m, + m, 10 + 20 T 1s
29. dbra
g
My
&
-~
10 [m/s] = 2 [cm] 3 A e
e
&
'LTS‘: \‘/;_ M
Lo 5 - X
20

u,=k-(v,—v, )=06-(0-20)= -12

sin

Szerkesztés menete a 29. dbrdn a kovetkez6:

El6szor felmérjiik az origobdl az adott Tsy és g, sebességeket, majd bejeldljiik a rendszer ,,s”
sulypontjit. A u , -t kiszdmitds utdn felmérjiik az origébol, a végpontjit dsszekotve a stlyponttal,
azt meghosszabbitva kimetszi az U, végpontjat.

Az abrabdl leolvasva

a0, = —12t [?]

U, = 61+ 307 [%n]
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2.
30. dbra
4
A S
e J X
\‘.. 7
I H
h
m2:°o
\

Y
W/ e

Az m, tdmeg(, gomb alaku testet H magassagbdl kezdésebesség nélkiil a vizszintes sima sikra
ejtjiik. A test a vizszintes sikkal iitkozve h magassagig emelkedik. (30. dbra)
Hatarozzuk meg az iitkozési tényez6 értékét!
v, = becsapddasi sebesség
v, = visszainduldsi sebesség
Az energiamegmaradas torvényét felirva

ml .g.szlmllvlg

vp = +/2gH

1
E-ml-v,,=m1-g-h

v,=k-v (k = utkozési tényezo)

2gh
P

2gH
k_\/ﬁ
~ VH
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Egy acélgolyot H = 25[cm] magassagbol, kezddsebesség nélkiil, a vizszintes sima cél lapra
leejtve, onnan h = 16 [cm] magassdgig emelkedik.
Hatdrozza meg az iitkozési tényezo értékét!

31. dbra
g t
/’ ..\\
/! |
AL,
D
A8
v,=10 [m/s] Arr
e 71/ W
a =50 /// Ba
p=20 Ao — il -y
RN
Z
7
7
/]

Az m tomegli gobmb alaku test fiiggdleges sima falnak iitkozik v, sebességgel (31. dbra).
Hatdrozza meg a test iitk6zés utdni u, sebességét, valamint a k iitk6zési tényez értékét!

Megoldds szamitdssal:
u =v,=v, - cosa=10- cos50° = 6,43 [m/s]
u= uly/cosﬁ = 6,84 [m/s]
v, =V, -sina =766 [m/s]
u, =u, -sinf =234 [m/s]
k= u, /v, =0,3

Oldjuk meg a feladatot szerkesztéssel is!
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32. dbra
y |
-
n
Vyy U z
1 [m/s] = 1[cm] >
<
—h
n*
Vix 0 Ui
3

A 32. dbrdn az litkdzés utdni u, sebességet meghatdroztuk szerkesztéssel.

Az dbrabol u =6,85 [m/s]

A k iitkozési tényez6t a szerkesztés alapjan is meghatarozhatjuk.

Uy 24
o~ 78 00

5.

Az m, és m,témegi testek centrikusan iitkoznek (33. dbra).

33. dbra

/

m, =10 [kg]
m, =30 [kg]
., = 407 — 107 [?] s
m .
7,2 =307 [ sl 5

k=0,8
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Hatarozzuk meg a sulypontok {itkdzés utani sebességét!

A feladatot szerkesztéssel oldjuk meg.
A szerkesztéshez sziikséges szamitdsok

m,; -, +m, -0 10 - (40— 107) + 30 - 307 m
9, = 1 s1 2 "Ys2 _ ( 7) ]=10?+20j’[—]
m; + my 10+ 30 S

Voin — VUgp = 40 — 10 = 30 [?]

m
k - (vgy, — vg) = 0,8 -30 = 24 [?]

34. dbra
Y e
SZ
Ve, |
Vsl S
10[m/s]=2 cm
/ n
) X
E A

24 £ J

Az iitkozési diagrambdl (34. dbra) leolvasva az {itkdzés utani sebességeket:

U, = —14r— 107 [?]

o, = —180+ 307 [?]
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Ellené6rzés:

my - g+ my - U 10 - (—137—107) + 30 - (187 + 307)

Us = m, + m, 10 + 30

D, = 107 + 207 [?]

Tehat a rendszer sulypontjanak a sebessége ugyanaz lesz titkdzés utan, mint titkozés elott.
6. Oldjuk meg az 5. feladatot (34. dbra) szamitassal is!

Hatarozzuk meg a testek iitk6zés utani sulyponti sebességeit k = 0, k = 1, k = 0,8 titkozési té-
nyezok esetén!

7.
35. dbra

, m
m =3 [kg] h
h=0,3[m]
a=0,2[m]
o =30° - -
k=06 S

™
TTTI T I AT I

s

Az o hajlasszogli sima lejtére (u=0), ,,h” magassagbdl, kezdsebesség nélkiil, raejtiink ,,mm” tome-
gli gobmb alaka testet (35. dbra)
Hatdrozza meg a ,,b” tavolsagot!

o1
=
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Rezgések dinamikaja

A miszaki rezgéstan (lengéstan) ismerete a gépészmérnok szamara elengedhetetleniil sziikséges.
A hallgatok mar megismerkedhettek a rezgéstan alapjaival eltanulmanyaik soran. (Harmo-

nikus lengdmozgas, anyagi pont lengémozgésa.)

Ezeket a teruileteket mar ismertnek vesszik, és nem térunk ki részletes ismertetésére.
A rezgések vagy lengések ekvivalens kifejezések. A rezgémozgas kifejezést inkabb gyorsabb
és kisebb kitérést, a lengdmozgas kifejezést inkabb lassu és nagyobb kitérésti mozgasra alkal-

mazzak.

Egyszabadsagfoku szabad csillapitatlan rezgés

36. dbra

Lt

ry 77

~
~J
N
~
~
~
N
~N
~J

—

Az alapmodell a 36. dbrdn lathato.

»m” tomegl merev test (pontszer( tekinthetd)

»¢~ arugoallandé [m/N]

A c-vel jelolt rugé tomegtelen, de tokéletesen hajlékony.

A mozg6 test és a vizszintes feliilet kozott a surlodas elhanyagolhato.
Az origot ott vettiik fel, ahol a rugd erdmentes.

Keressiik az x = x(t) fiiggvénykapcsolatot.

F, = s * X (visszatérd erd)

[rjuk fel a rendszerre az impulzustétel differencidlis alakjét:

X
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ez a mozgasra jellemzé homogén, linearis differencidlegyenlet. Ennek a differencialegyenletnek
a megoldasa lesz
X = ¢ rcosat + ¢, *sinat = A -sin (at + @)
C
A= |[ci+ ¢ <p=arctgc—1
2

Tehat a mozgas a jol ismert harmonikus rezgémozgas lesz.

o= 1 (sajat korfrekvencia)
m-c

21

T=— (sajat rezgésidd, vagy periodusidd)
a
1

9= T (sajat frekvencia)

A c, és ¢, hatdrozatlan konstansok a kezdeti feltételekbol hatarozhatok meg.
A rugdéallandot a Mechanika II-ben tanult médszerekkel lehet meghatarozni.

A kiilonboz0 egyszert igénybevételeknek megfeleléen beszélhetiink
— csavaro (torzios) lengésekrol,

— axialis (rudiranyt) rezgésekrol,

— hajlité lengésekrol.

8.
37. dbra
7, v
m =2 [kg] % I'E
I-E =945 [Nm2] 7 m
1=0,25 [m] %
/A

Az I hosszusagu acél tartd végén m tomegi test van. (37. dbra)
A rudtarté tomegét elhanyagoljuk, a testet pontszertinek tekintjiik.
Hatarozzuk meg a rendszer sajatfrekvenciajat!

(@)1

)
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Megoldds:
13
c= 3 E (a szilardsagtanban tanultak alapjan)
= O 115 107 =]
‘T 3945 7 N

= ! _ ! = 30,12 !
“= lm-¢ |T-55115 10% > [E]

A sajatfrekvencia
_a 3012 9 1
T2 2m [ ]

S

38. dbra

Y
N

m
-
m =100 [kg] 7%/

=2 [m]
E=2-10" [N/m?] Ly l/g
I =107 [m']

Y

A 38. dbrdn lathatd kéttamaszu tartd kozepén egy m tomegli berendezés helyezkedik el. A
tarto tomegét m tomegbe redukalva tekintjiik.
Hatdrozza meg a rendszer sajatfrekvencidjat.!

10. A 39. dbrdn vazolt m tomegi testbdl, valamint c1, ¢2, ¢3 rugéallandoji rugdkbol all6 rezgs-
rendszer lengésének amplitaddja (A) ismert.

39. dbra
G g G ! Cg ;
m =35 [kg] 74 o—a /NN N\ | m"—\/\/\/’\/‘\/\/“-—-y
A =001 [m] CTTTTTT 7T 70T ITT7 A 7L L PL LA T 2

¢,=0,5-10° [m/N] , %
¢,=210° [m/N] 42

¢,=107 [m/N]
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Hatdrozzuk meg:
— arezgbrendszer eredd rugoéallandojat (c),
— arendszer sajat korfrekvenciajat («)
— az egyes rugdkat terhel6 maximalis erét (F, F, F,)
- a,,B” pont mekkora amplitidéval leng (A )!

Megoldds:
A cl és c2 rugok sorba vannak kétve, ezért ¢ ,=c, +c,
A c,, és a c, mdr parhuzamosan van kapcsolva (végpontjaiknak az elmozduldsa azonos), ezért

1 1 1

Ce Ci2 C3

_ (c1+ ) "3
i+ ¢+ c3

1 1
a=——=20 ]
Jm: ce S

Az 1-es és 2-es rugokban ugyanakkora erd ébred, mert sorba vannak kapcsolva.

Ce

= 0,714 - 1073 [%]

A
F,=F, = = 4[N
1= = [N]
A
F,= —=10[N]
3
=49 0002 m]
B C1+C2_ ’ m

11.
40. dbra

5
L=2[m] Fe G

G =100 [N] '
E=2-10" [N/m?]
I =107 [m*]

Hatarozzuk meg a rendszer sajat korfrekvencidjat! (40. dbra)

(@)1
ar
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12.

41. dbra

[=0,8 [m]

d = 0,01 [m]

m =5 [kg]

¢,=4-10" [m/N]
E=2,15-10" [N/mA2 ]

A 41. dbrdn egyik végén befogott, dllando keresztmetszetd rudat abrazoltunk. A rud végére
egy m tomegl, pontszertinek vehet testet erdsitettiink. A témegponthoz ¢, rugééllandéji rugd
kapcsolodik.

A ¢, rugé és a rud tomege elhanyagolhato.

Hatdrozza meg:
- arud rugdéllanddjat (c,)
— az eredd rugdallandét (c,),
— arendszer sajatkorfrekvenciajat («) az y irdnyu hajlitolengésre!

Megoldds:
13 4.

=ﬂ,ahol I = o2

€1

¢, =16 1073 [%]

A c, és ¢, rugok parhuzamosan vannak kapcsolva, ezért

_ C1 " CZ _ ] —a m
= oy =32 10 [N]
1 1 2e [1]
a = = = _
Jm-ce /5-32 1074 §
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Egy szabadsagfoku szabad, csillapitott rezgés

A 42. dbran a jelenség alapmodellje lathato.

C k.
—\/\/\/\/\— m {

P LTI I F LTI 55 P

QRN

ARRNSANRN

Itt a lengd testre a visszatéritd eré mellett csillapito erd is hat.

Csillapitdst okozhat:
— szaraz csillapitas (Coulomb-sarlddas),
— nedves csillapitas (viszkdzus),
— négyzetes (turbulens),
— specialis csillapitas (a sebesség n-edik hatvanyaval aranyos, n > 2)

A tovabbiakban csak a nedves csillapitdssal foglalkozunk.

Ebben az esetben a csillapit6 erd (F) a sebességgel aranyos.
F,=—-k -v=—k -x

»k”a csillapitasi tényez6 (Ns/m)
A mozgas differencialegyenlete lesz:

1
m-)'c'+k-5c+zx=0/:m

k
Bevezetve — =28 > B = 5— (csillapitdsi allando)
. 2m
kapjuk
¥+2Bx+ a2 x=0
x=C-e"

alakban keressiik a megoldast.

Ahol C és A dllandok
AN+2B A + a?=0

Ez a jelenség karakterisztikus egyenlete

)\1,22 - [3 t W
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Csak komplex megoldas esetén lesz csak rezgés

ﬁ<a;ﬂ<a—>k<2-m-a

A kritikus csillapitasi tényez6: k, =2 - m - «
A rezgés kialakuldsdnak feltétele k < k.
Bevezetve a csillapitasi viszonyszamot:

k ) ,
D= o (rezgébmozgaskor D < 1!)
T

legyen
§=+a?— p2= av1— D2

végiil a differencialegyenlet altalanos megoldas lesz

x=CeP" -sin(d-t+ y)
C és a y hatarozatlan konstansok a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg.

43. dbra

YA

~Cer

A 43. dbran latszik, hogy a mozgas egy e-adds burkol6 kozott lecseng6 szinuszos lengés, ami
nem harmonikus és nem is periodikus. Belathatd, hogy a maximalis kitérések egy ,,T” periddus
id6 utdn ismétlédnek (bar az értékiik egyre kisebb lesz).

2n
T= ——
aV1— D?
Az egymast kovetd azonos iranyt maximalis kitérések hanyadosa allando.
X
Xn+1
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xn
= bt

Xn+1

Logaritmikus dekrementum:

x
" = pt=2m

D
Xn+1 V1 — D2Z

Gyenge csillapitas esetén (D);

A=1n

A=2n-D

13. A 42. Gbrdn vazolt rezg6rendszer esetében m = 0,2 [kg]. Mérésekbdl ismert, hogy 10 ,.teljes
rezgés” utan az amplitddé a felére csokken ¢ =9 [s] alatt.

Hatarozzuk meg a logaritmikus dekrementumot (A), a csillapitasi tényezét (k) és a rugoal-
landét (¢)!

Megoldds:

xX/x, = x/x,=..= x_/x =¢"
A torteket egymassal 6sszeszorozva kapjuk:

x/x =e" > nA=ln (xo/xn) > A= 1/n In(x/x)
Behelyettesitve a példa adatait:

A= 1/10 - In2=0,06931

T= t/n= 9/10=0,9 [s]

A=p3-T=k/2m) -T>k= (2-m-A)/T= (2-0,2-0,06931)/0,9

k =0,0308 [Ns/m]

T= 2n/6= 2n/N(a?- f? )= 2n/V(1/(m-c)- (k/(2-m)?)
ebbdl

c= T/(m (A’+4n’ ) ) = 0,9°/(0,2 - (0,06931*+4m* ) ) = 0,1026 [m/N]

Gerjesztett rezgés
44. dbra

k

NV S

i
I/ e

Az alapmodell a 44. dbrdn lithato. Az eddigiekhez képest van egy F, gerjeszté erd is.
Fg(t) =F -sinw -t

NANANN\N

N



Izsak Gyula

A mozgas differencidlegyenlete lesz:
1

m-x+k-x+z-x=Efsmwt
Ez egy méasodrendd, allando egyiitthatoju, linedris inhomogén differencidlegyenlet. A differenci-
alegyenlet altalanos megoldasa lesz:

X = xp+ Xp
A korabbiak alapjan:

x,=C - e Pt -sin(6 -t+4)
A partikularis megoldast pedig:

X, =X, "sin(w *t— @)

Az x -t és ¢-t megkapjuk, ha a partikuldris megolddst behelyettesitjiik az eredeti inhomogén
differencidlegyenletbe.

Részletezés nélkiil:

tgo= (2B - w)/(a?- w? )= (2D -y)/(1-#*) (D= B/oa; 1 =w/a)

x= (x, - )/V(o- 0 )P+ (2Bw) )= x /V((1- 7 + (2Dn)*)

x =F ¢ (A rugd megnyuldsa a maximalis erd esetén.)

st 0

A rezonancia esete
Egy bizonyos wr gerjeszt6 korfrekvencidndl a relativ amplitddénak  (x /x )
maximuma van.
Széls6érték szamitassal igazolhatd, hogy

w,= a+ y1—-2D% (haD = 0, akkor w =«.
Elhanyagolhatd csillapitas esetén

x/x,= 1/(1-n* ), han >1 (w/a>1),
akkor értelem szerint:

x/x,= 1/(n’-1)

Ha k = 0 (nincs csillapitas, vagy a csillapitas elhanyagolhato), akkor a kritikus gerjeszt6 korfrek-
vencia

w, =a= V(1/(m -¢))
Létezik egy kritikusfrekvencia-sav: w_ + Aw

Ezt a savot keriilni kell, vagy a rendszernek elegendéen gyorsan kell 4tmennie ezen a tartoma-
nyon.
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14.
45. dbra
- ¢
/77 m 4=0
7777, IS
Lol

A 45. Gbrdn egy rezegtetd berendezés modelljét dbrazoltuk. A periodikus gerjeszté
erdt a kulisszas hajtomi szolgaltatja. A tomeg allanddsult gerjesztett rezgéseinek
az amplitudéjat ismerjik.

Hatarozzuk meg ,,R” sugaru tarcsa szogsebességét allandosult allapotban! [7]

Feltételezziik, hogy az

w/a >1.

m =20 [kg]
c=10"[m/N]
R=0,1 [m]

A = 0,02 [m]

El6szor kiszamitjuk a sajatlengés a korfrekvencidjat.

1 1

20 - 1074

a

1
= 500 = 22,36 [—]
m-c s

x/x,= 1/(n’-1)

n-1=x/x,
n=x/x +1
x,=R=0,1[m]; x,=A=0,02[m]

= 0,1/0,02+1=6 > n=V6
n=wa > w=n-a=5477[1/s]

15. A 45. dbrdn vazolt szerkezet felfoghaté ugy is, mint egy vibracios razérosta
modellje. [2]

m = 32 [kg] (a razoérosta tomege)
¢=19,53.10"° [m/N] (a rugd rugoallandoja)
R =0,025 [m] (hajtokar hossza)

n =380 [1/min] (a hajtokar percenkénti fordulatszama)
Hatarozzuk meg a rosta gerjesztett rezgéseinek az amplitiddjat, valamint a kriti-
kus fordulatszamot!

[7] Sztopa
Gyula (Szerk.)
(1974):
Mechanika
példatdr I1.
Budapest:
Nemzeti Tan-
konyvkiado.

[2] Hegedtis
Attila (2009):
A miiszaki
rezgéstan
alapjai.
Go6dollé: Sze-
nt Istvan Egy-
etem Kiado.
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Megoldds:

’ 1 1
a= |—— =12,65 [—]
m-c s

1 411
-3
min 3 1ls

1
w=2m -n= 8,378 [;]

w
n= — = 0,6623
a

R 0,025

Yo = T T 1-0,66232

= 0,0445 [m] (4)

1
— =1 - Ngr = — = 120,79 I:%:I

Ter n_ 0,6623

16. Példa torzids lengésre

46. dbra
Iy
y | m
—
A lp Z X% A
Ve M oot o
A

A 46. dbrdn 1év6 befalazott tengelyre rogzitett tarcsat a ,,z” tengely koril elforditottuk 5 szoggel
és magara hagytuk.

[=1,5[m]

r=0,4 [m]

m =500 [kg]

[=2,5-10°[m‘]

G=8-10" [N/m’]

Hatarozzuk meg a sajatkorfrekvenciat és a kritikus fordulatszamot a torzids lengésre!
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Megoldds:
a = 0 -c [ ]
1 1

0= m: r= 5 500 - 0,4% = 40 [kg - m?]

I 1,5 — 75 . 10-6 1
‘=1, G 25-10°-8-100 " [W]

= ! = 57,735 !
*= Ja0 75 10% 7 [E]

60 - a

Ngr = 5 = 551,3 [—]

Tobb szabadsagfoku lengé rendszerek

Ha a rendszer helyzetét meghatarozo fiiggetlen paramétereknek a szama egynél
tobb, akkor a rendszer mar tobb szabadsagfoku.

Egyetlen merev test, vagy anyagi pont is végezhet tobb szabadsagfoku rezgése-
ket, ha legalabb kett iranyu eltolodast, szogelfordulast végez egyszerre. Legalabb
kett6 merev testet tartalmazo rendszer mindig tobb szabadsagfoka.

Ha felirjuk a mozgasegyenleteket — az alaptételek segitségével — ezek mindig
differencidlegyenlet-rendszerek lesznek. Nagyon elterjedt a rezgéstanban az Ggy-
nevezett masodfaju Lagrange-egyenletek hasznalata,. A Lagrange-egyenletek sza-
ma pontosan megegyezik a rendszer szabadsagfokainak a szamaval. A differenci-
alegyenlet-rendszerek vizsgalata és alkalmazasa meghaladja a BsC oktatasi forma
kereteit. [gy ezeknek a fejezeteknek az oktatdsa atkeriilt a mesterképzésbe.

A muszaki életben - kifejezetten a gépészetben - legtobbszor csak a legkisebb
sajatkorfrekvencia ismerete sziikséges. Az egyszer(iségiik miatt jol hasznalhatok a
legkisebb sajatkorfrekvencia alsé korlatjat megadé kozelité modszerek.

A tovabbiakban mi csak hajlitélengésekkel foglalkozunk.

A Dunkerley-formula hajlitélengésekre [2], [6], [8]

, 1
a1 =
L
RICONE) ®(n)

Az a; a modell legkisebb sajétkorfrekvencidja. A képletben szerepld o, « ...
a,, jeldlések azon szérmaztatott egyszabasagfoku rendszerek sajdtkorfrekvencid-
jat jelentik, amelyeket ugy kapunk, hogy a rugalmas rudon csak egy-egy tomeget
hagyunk az eredeti helyén, az 6sszes tobbit nullanak vessziik. A képlet tulajdon-
képpen a legkisebb sajatkorfrekvencia alsé korlatjat adja.

[1] Csizmadia
Béla (1993):
Mechani-

ka III/B.
Mozgé testek
mechanikdja.
Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.

[2] Hegediis
Attila (2009):
A miiszaki
rezgéstan
alapjai.
Godollé:
Szent Istvan
Egyetem
Kiado.

[6] Salyi
Istvan (1973):
Lengéstan I-
XII. fejezet.
Budapest:
Nemzeti
Tankényvki-
adé.

[8] Vértes
Gyorgy
(1976):
Epitmények
dinamikdja.
Budapest:
Miiszaki
Ko6nyvkiado.
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17.
47. dbra

my m,

ﬁéi;; L 2 —@- ;;;7“‘*“ X
-

" Y [ L/s l/3

=7 I o

Yt

Hatarozzuk meg a 47. dbrdn lathat6 két szabadsagfoku lengérendszer legkisebb sajatkorfrek-
vencidjanak kozelit6 értékét a Dunkerley-képlettel.
A rud hajlitasi merevsége ismert és végig allando.
E-1=107 [Nm?]
ml =m = 1000 [kg]
m,=2m

[=3[m]

—_.—

Megoldds:
Ha a riidon csak az m, tomege van, akkor a sajatkorfrekvencia
1

Xy = |
m; * (1

Ha pedig csak az m, tomeg van, akkor

1

Xy = |
my * Cy2

Szimmetria okok miatt
L\* (5. Ly
(32 _E(_ZI i’) =444 - 1078 [%]

! 150 [~
= [
103 -g- 10-7 §

! 106,06 |~
X2) = = ) H
2-103%-10-7 S

5 1 1
al = 1 1 - al = 86,6 [;:l

1502 * 106,062

€11 = C2 =
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A legkisebb sajatfrekvenia
30 - aq 1
= —=2827 [— ]
min

v, =
A Rayleigh-modszer a legkisebb sajatkorfrekvencia kozelité meghatdrozasara [4],
(2], [8].
A mddszer alapelve, hogy a mozgasi energia maximalis értéke egyenld a helyzeti
energia maximalis értékével:

E =U n

max mai 2 2

Emax=iémi-ui-a
i=1

n
§mi'g'ui
i=1

Az u; az m tomeg lengésamplituddjat jelenti.

¥y =u(x) - sina - t ez a fiiggvény nem ismert.

Gyakori jol bevélt mdédszer, hogy u-ket a stilyerék okozta statikus lehajldsokkal
szokds helyettesiteni.

Umax

N =

18. Oldjuk meg a 47. dbrdn vazolt feladatot Rayleigh-moddszerrel!

48. dbra

A 48. dbran feltintettitk a megfelel lehajlasokat. A Mechanika II-ben tanultak
alapjan,

y,=1,22-10° [m]

y,=1,28-107 [m]

2_9'(7”1'}’1"‘7”2'3’2)

ay = 2 2
my: yi + my Y5
. 9,81 - (103 -1,22 - 1073 +2 - 103 -1,28 - 10_3)
ay =

103 - (1,22 - 10-3)2 + 2 - 103 - (1,28 - 10-3)2

[4] Bruno
Assmann
(1992): Tech-
nische Me-
chanik Band
3: Kinematik
und Kinetik.
Miinchen—
Wien: R.
Oldenbourg
Verlag.

[2] Hegediis

Attila (2009):

A miiszaki
rezgéstan
alapjai.
Go6dolls:
Szent Istvan
Egyetem
Kiado.

[8] Vértes
Gyorgy
(1976):
Epitmények
dinamikdja.
Budapest:
Miiszaki
Konyvkiado.



[1] Csizmadia
Béla (1993):
Mechani-

ka II1/B.
Mozgé testek
mechanikdja.
Budapest:
Nemzeti Tan-
kényvkiado.

(2] Hegedds
Attila (2009):
A miiszaki
rezgéstan
alapjai.
Godollé:
Szent Istvan
Egyetem
Kiadé.
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al=88 [1/s]
vl= (30 - «)/m = 840 [1/min]

19. Oldjuk meg a 48. dbrdn lathaté modellt Rayleigh-modszerrel, oly mdédon, hogy

. Tx
u(x)=4 sin—- 2]
Részletezés nélkiil kapjuk,
27n* - E -1 1
af = 3 ' T X T~ X
21 my -+ sin? L+ m, - osin? —=2
X1 = 37 [m]
2 )
X2= 3= [m]
27mn* - 107 1
ai = -
227 3 3

1000 - zt 2000 )

1
0[1 == 89 ,5 [—]

S

1
Megjegyzés:

A 48. dbrdn vazolt két szabadsagfoku modell legkisebb kritikus frekvencidja (for-
dulatszama) kozelitéleg szamithatd az egy szabadsagfoku lengéseknél hasznalatos

300 [ 1 ]
Vi =Ny, = -
1 kr r—ao [cm] min

Most az a, = 0,125 [cm] kozelitdleg

_nty
Gy = ——

Lathatd, hogy most az egy szabadsagfoka modellel kapott eredmény jo kozeli-
téssel megegyezik a két szabadsagfokuval. (Vigyazat, ez nem altalanos!)

A pontos érték:
2 27E -1 1
=95 [

“=F [mr

v, = 855 [%] [1], [6]
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20.
49. dbra

my m,

%
s /2 /2 -

Hatarozzuk meg a 49. dbrdn lathato két szabadsagfoku lengérendszer legkisebb sajat korfrekven-
cidgjanak kozelitd értékét!
A rud tomege elhanyagolhatd és a hajlitasi merevsége végig allando.

m, =m, =25 [kg]

E-I=3-106 [Nm?]

I=2[m]
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