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III. ANYAGI PONT MOZGASA

Ezen fejezetben a Fizika cimi targyban tanultak 6sszefoglalasat adjuk néhany kiegészitéssel.
Anyagi pontnak tekinthetjiik azt az anyagi testet, melynek méretei a mozgasra jellemzé mas
méretekhez, pl. a palya méreteihez viszonyitva elhanyagolhatok (ldsd még IV. fejezet 2.2. pont).

1. Anyagi pont kinematikaja

A kinematika az anyagi pont vagy test mozgasanak leirasaval foglalkozik.

1. 1. MOZGASJELLEMZOK

Az anyagi pont mozgasat leird mozgasjellemz8k (helyzet, elmozdulas, sebesség, gyorsulas)
vektormennyiségek, azaz a nagysagukon kiviil irdnyuk, és iranyitottsaguk jellemzi 6ket. Ezért
sziikséges a mozgasok leirasahoz a vektoralgebra ismerete. Azon speciélis esetben, amikor a
mozgasjellemz6k hatdsvonalat és azon kijeldlt pozitiv iranyt minden iddpillanatban ismerjiik,
alkalmazhatd a skalaris targyalasmod, ahol az elGjel az irdnyitottsagot fejezi ki.

1.1.1. Térgorbék, kisérd triéder, mozgdstorvény, sebesség, gyorsulds

A mozgasjellemzk, azon kiviil, hogy vektormennyiségek, id6ben valtozdk. Igy az anyagi pont
térbeli helyzetét az

——
r

=T (v) mozgastorvénnyel (1)

adhatjuk meg. Ez geometriailag egy térgorbét jelent (22. dbra). Az x; y; z koordinatarendszerben
koordinatas alakban

T=Xx@®+3y0 +kz @) . [m].
22. dbra




Csizmadia Béla (Szerk.)

Az T =T (t) térgorbe lesz a mozgés péalyaja. Az anyagi pont elmozduldsvektordn pedig a

AT(E) =T() - ?‘0 (t,)

mennyiséget értjiik (22. dbra).
A térgorbe ismeretében a sebesség a

v(t) = r-dt()__ (2)
Osszefuiggéssel, a gyorsulds az
2 -
—- d r( dv (t)
a() = 2( - 3)
dt dt

Osszefiiggéssel szamithatd. Az x; y; z koordindtarendszerben pedig a
v = 3 t _.‘-V t) + T(-V t) [m/s],
7O = T 0 + v 0 + kv, ©

W =T ®+R 0k o M

koordinatas alakkal is megadhatok.

1.1.2. Palyamenti mozgdsjellemzok, foronémiai gorbék

A sebesség és gyorsulas szemléletesebb kifejezése érdekében azokat az tn. kisérd trieder ko-
ordinatarendszerében szoktak abrazolni. A kisérd triéder koordinatarendszere a palyagérbéhez
kotott rendszer, és tengelyének irdnyait egy adott pontban a palya érintéje (¢ ), fénormalisa
(1) és binormalisa (I;) adja meg. Az érint6 és a fénormalis a gorbe simuldsikjat fesziti ki, és
a fénormalis pozitiv irdnya a gorbiileti kozéppont felé mutat. A sebesség és a gyorsuldsvektor
mindig a simulé sikban van, ezen kiviil a sebesség mindig érintdirdnyu (22. dbra). Igy a sebesség
és gyorsulds

V() = vie (4)

9 = a_(t) ¢ + an(t)H (5)

alakban is megadhatd a kiséré triéder koordinatarendszerében.

Vezessiik be az s palyakoordinatat, vagy palyamenti elmozdulast, melyet a palya P pontjatél
mért s ivhosszal jellemziink (22. dbra). Ekkor a mozgastorvény T = T [s(t)] alakban is
megadhato.

Egyszertien belathatd, hogy

AT dr
¢ = lim = e (6)
S
A S=0

©9
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azaz

Fo S
ds °
Ezt (2)-vel Osszevetve a lancszabaly szerinti differencialas figyelembevételével a pdlyasebesség:
v o(t) = S—: [m/s} 5 @)
Térgorbék egy pontjahoz tartozo érintbirdnyu egységvektor és a fénormalis egységvektor ko-
z6tt fennall az

H:C—1 (8)

osszefiiggés az x; y; z koordinatarendszerben, ahol € az adott térgorbe vizsgilt pontbeli gorbii-
leti sugara. A binormalis egységvektor pedig

—_—

b=exn.

A (3) és (4) alapjan

T4l W, O v o dEds
dt dt dt dt ds dt
A d_C -et a (8)-bol kifejezve és helyettesitve, (7) alkalmazasaval:
ds )
i dv - Vo =
a = E c + ? n .

Ezt Osszevetve (5) Osszefliggéssel, (7) figyelembevételével:

2

Z 2
Cdv(@  d s . Vo () [ 2
T Tae T 2 e m/S]-@)
dt

Igy tehdt az s(t), v(t) a (t) pdlyamenti jellemzok kozott is differencidlis kapcsolat van. Itt a_csak az
2 gyorsuldsvektor egyik, plyamenti komponense.
Ezen skaldris palyamenti jellemzdék idébeli valtozdsdt a foronémiai gorbékkel szemléltetjiik.
Ezek a palyamenti elmozdulds, a pdlyasebesség és a pdlyagyorsulds idébeli valtozdsdt mutatjdk. A
foronomiai gorbék hasznalhatdsagat egy egyszerii példan mutatjuk be.

6. feladat:

Rajzoljuk meg a fiiggdleges hajitds forondmiai gorbéit, ha t, = 0 idépontban az s, = 0 koordina-
tdja helyrdl v, = 5 m/s sebességgel hajitunk el egy anyagi pontnak tekinthetd testet (23. dbra). Az
adott esetben a gyorsulds idobeli valtozdsdnak ismeretében (a, = -g) a sebesség és palya

menti elmozdulds t -t hatdrok kozott integraldssal v, és s kezdeti értékek ismeretében akar szd-
mitassal, akdr grafikus integraldssal meghatarozhatok:
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dv = a, de ; ds = v dt .,

Mindkét oldal integralasaval:

t t
_ ( . - - ,
VooV, S ) g dg 5 -8 = S v dt ,
t t
0 0
23. dbra
s| y=sT

a.=konstans

= - - e — - - g - 2
v L g(t tU) ; S SU+VO (t to) 7 (t to)

A kezdeti értékek helyettesitése utan

_ B _— _ _82_—_ 2
\Y Vogt S -9,81¢t;, s vt 2t—at4,9t

A foronémiai gorbékbdl szemléletesen leolvashatd, hogy az adott példaban v = 0 sebességérték-
nél van a legtavolabb a test a kiindul6 helyzetétdl.

1.3.3. Vetiileti mozgdsok

Mint mdr felirtuk, a mozgastorvény

- —

TM = 1x (O + jy (O + kz (0 .

10
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Tagonkénti differencialéssal pedig
V() = T() = 15 () + Jy(t) + Kz (t) = Tvx (t) + j*vy (t) + —k’vz (t) ,
(10)

.e
——

T() = T() = 1@ + Jy () + Kz (1)

_'fax (t) + ?a (t) +T<az (t) .

Itt — mint elébb is —av; v; v, illetve a; a ; a, kifejezéseket sebesseg, illetve gyorsulaskoordma-
taknak nevezziik, amely egy Vektoralgebra1 értelmezés. Ugyanakkoraz X, vy, 7, illetve

X, V, Z kifejezések a koordmatasebessgg illetve gyorsulds értékei, melyek kinematikai ér-
telmézések. Ezek a tomegpont-mozgds i,  j, 'Y irdnyra esé vetiileti mozgasanak sebesség-,
ill. gyorsulasértékei. Ezen értékeket a (10) alapjan a megfelel6 egységvektorral valé skalaris vé-
gigszorzassal kapjuk. PL:

i

X (t) = (t) 1 "

Tetszbleges f koordinataval jellemzett ‘¢ irdnyt vetiileti mozgésjellemz8k pedig:

£ =7@®cC,
€0 -TMOT
=707

A vetiileti mozgasok mozgasjellemzéinek id6beli valtozasa a palyamenti mozgasjellemz6khoz
hasonléan foronémiai abrakkal szemléltethetd.

1.2. FELADATMEGOLDASOK SPECIALIS MOZGASOKRA
1.2.1. Hajitds

A hajitas sikmozgas, azaz a mozgas palyagorbéje sikgorbe, mégpedig parabola vagy egyenes.
A tomegpont gyorsulasa konstans, és ez a gravitacios gyorsulds, azaz egyenletesen gyorsulé moz-
gasrol van szo.

7. feladat:

Mekkora sebességgel éri el a colopot a h = 3 m magassagbdl fiiggblegesen leesé G = 450 kp salya
colopvero kos? (A vezeték kialakitasa olyan, hogy a kost szabadon esének tekinthetjiik.) El6szor
a mozgasjellemzok egyikének idébeli valtozasat, a masik kettének kezdeti értékeit kell rogziteni
a felvett koordinatarendszerben:

a = 7g azidében allandd, v = () ) r = Pfr == ‘]"h- (24. dbra).
0 0 0
av :
v — -
T2 dv—]gdt,/g,
0
v = VO . ]gta Vo= .] .

11



Csizmadia Béla (Szerk.)

Tehat a sebesség meg_’atarozasahoz szitkséges az esési 24. dbra

id6 ismerete. Ezt az r = 1r(t) fliggvény segitségével
hatarozhatjuk meg tgy, hogy klszam_lguk mely t =t
idopillanatban leszakosaz r = 0 koordlnata]u 0
helyen, azaz a c6l6pnél.

- t
dr > . c
dt—v,dr—votﬁjgtdt,/d

0

— —
T =]

l
|
|

Az T = ) helyvektor és a kezdeti értékek helyette- K
sitése utan: |

AN

0 + jh = ]ltl ) /2] 7
Innen Y
—
2h
t, =  — akosesésiideje.
1 g

Ezt a sebesség Osszefliggésébe visszahelyettesitve:

Vi oCdgy = \2eh =i Y2.9,8L.8 = j7,05| 2|
1 1 ] :

azaz a kos 7,65 m/s sebességgel éri el a colopot. A feladat folytatdsa az Utkozés c. fejezetnél (34.
feladat).

8. feladat:
Hol ér foldet a szallitdszalagrol a B pontban levalé anyagi pont, hah =2 m, R = 0,25 m és a 16.

feladat eredményei alapjan ‘10}; =15°, _\TB |: 1,546 m/s (25. abra)? A feladat ferde hajitas.

—

Mint ismeretes, a = - jg aziddben allando.

12
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25. dbra

b 4

T
‘ 1O
<
x
I
?
! T C
Soﬂ X
T s ]
Kezdeti értékek:
Vo T Wo cos B _]VO smLVB )
r, = iSO + I,
ahol
H=h+R cosf =2+0,250,972 = 2,24 [m],
s =R sing, = 0,25,0,259 = 0,0647 [m].
o) B L

—— —

A foldreérés helyvektora a 25. dbra alapjan: 7 - 75 |

A (3) Osszefliggésbol t

(€Y}
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— — -
V= Vo- gt
A (2) Osszefliggésbol
—- t
dr = v dt, / S
t=0
. t
— —
r-r = S v dt
t
o)
—
A v el6bbi kifejezését helyettesitsiik be:
== = =1 2
r—ro+\0t-]§gt

A kezdeti értékeket is beirva:

- _ > T ‘ - . »1 2
r—lso+]II+1vot cosql - vt sinf, = J 7 8t .

— —
A foldreérés pillanataban v = is . Ennek helyettesitése utan:

- P - »>1 2
is = is + jH + i - 51 I g
o T IH + lVO‘El cosf, ]Votl bmcﬁg I3 gty -
— —>
Ezt a vektorgyenletet 1 -al és j -al végigszorozva
N = N 4 ~
S ho . VO r.l (.OSLPB ,
0 =H - vt si A
| o'l "My T 7 8h
A masodik egyenletbdl kifejezheto a foldreérésig eltelt t id6
+ \/ 2 2
. t R 5
0 smupB v, Sio “ gt gH
£, = »
1
r) 1
_ 1,546 . sin 15° 1—LVl,SMf.Sir12150—2. 9,81, 2,24 [~
1 - 9,81 e = 0,633[!11].

Ezt visszahelyettesitve az elsé egyenletbe:
. o}
=5 - = 0, 064741, 5 5.cos 15° =
S SO F Votl COSLPB 0,0047+1,546,0,635.cos 15 1,01 [m].

Tehat a foldreérés helyének a 25. dbrdn jelolt s koordinatdja s = 1,01 m lesz.

14
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1.2.2. Kormozgds

—
A kormozgas palyaja kor. Egyenletes kormozgas esetén az a gyorsulasvektor fénormalis irdnyu,
azaz érintiranyu Osszetevéje zérus, ellenkezé esetben van érintdiranyu dsszetevéje is.
A specialis palyaalak miatt célszerd itt a polarkoordinatas jelolésrendszert bevezetni. A s(t), v(t),

a (t), palyamenti jellemzSk helyett itt LP(t) = % ; szogkoordinata, () (t) = \%
ac(t)
szbgsebesség, £, (t) = CR szoggyorsulds (fizikaban [3 -val jelélik) értékeket vezetjiik

be. Mivel R = const., itt is fennallnak a szogkoordinata, a szogsebesség és a szoggyorsulas kozti

2
d dao de 2
o= [us)s £- E‘d‘zh [1/51 (
t

differencialis 6sszeftiggések.
Ezek felhasznalasaval a mozgastorvény (26. dbra):

_f(t) = 'TR cCos (\pt +(f70) -+ TR sin (q‘t +L{’O) [m]. (12)

A (2) szerinti differencialas elvégzése és az W= K@ szogsebességvektor bevezetése utan
- - —
vt =@ xT () (13)
26. dbra

~ Y

v
AN
&o
/—L‘_ >
el d« t _m
Y

15
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—_ —
Itt ) -t pozitivnak akkor tekintjiikk, haa K inybol nézve a mozgds az dramutaté jérdséval el-

lenkezd iranyban torténik (26. dbra). A (13) osszefiiggés id6 szerinti differencialasaval:
TM=EMxT O+ ()X V@), 14

ahol & - ?5 szoggyorsulds-vektor. A (14)-ben a masodik tag

— _— — Q—b

WX (WXr) = - 1,

tehat . > - 9,
<

a(t) = ¢ xr - or .

— —
Az elsé tag ¢, amasodik tag 1 irdnyu, azaz a kisér6 triéder koordinatarendszerében:

— o -

T =IE]T] ¢+ W irl n,

— . —— 2 —
af(t)y = REM)e + Rw (t)n ,
2
—» B o A% (t\) —
vagy a(t) = R E (t) c + —R— n . (15)

Tehat itt is a (9) dltalanos Osszefiiggésnek megfelel6 kifejezést kaptunk.
Ugyanis
do®) dlRe ()] dv

ae = Re. (1) = R it = m e (15a)

mivel a (13) sszefiiggés

—
\%

o —
=ve =R () e (13a)
alakban is irhato a vektorszorzast elvégezve.

9. feladat: (27. dbra)
A 8. és 16. feladatban is szerepld szallitdszalag mennyi id6 alatt éri el a bekapcsolds utan a név-
leges v,=1,5 m/s sebességét, ha a szalagot mozgatd R sugaru hengeren nem cstiszik meg a szalli-
toszalag, és a henger £&=10 1/s>szdggyorsuldsa dlland6? A mozgaté henger mekkora iszéggel
fordul el ez id6 alatt?

El6szor hatdrozzuk meg, hogy a v, keriileti sebességnek mekkora W I szogsebesség felel
meg. (A 13a) Osszefliggés szerint

k1,5
CTRTOOn S [v/s].

A (11) Osszefliggések szerint viszont
- - ’ t
W= - Kkw w

£=- ke

16
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27. dbra

|y

Ahonnan a t, inditdsi id6:

—
wm
[

= 0,6

6
3 10

Ezen id6 alatti szogelfordulas a (11) alapjan
) ti Y
Sdcp~5a)dt: 56tdt,
LPO:O tO:U tO:U

vagy fokokban “Fi =103°.

1.2.3. Egyenesvonalii harmonikus lengémozgds, lengések osszetétele
1.2.3.1. A mozgds leirdsa
Egyensvonali harmonikus lengémozgasrol akkor beszéliink, ha a mozgastdrvény
> —
r(t) = iA sin (@t +L{JO) (16)

—

alakban leirhato. Vagy ezt i -al végigszorozva
X (t) = A sin(Wt + q‘o) . (17)

Ez lesz az egyenesvonali harmonikus lengdmozgas mozgastorvénye.

17
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A sebesség
v (t) = x (t) = Awcos(@t + ) [mis] (18)
a gyorsulas pedig
. 2
p— = - i 2
ax(t) x (t) A w sin(t + ({70) [m/s?] (19)
alakban irhato fel. A (17)-et (19)-be helyet- 28. dbra
tesitve és rendezve megkapjuk az egyenes- x - P
. . p L | "o
vonali harmonikus lengémozgas differen- e
cidlegyenletét: A
. ; CT
o 2 - ;
X+wx =0 (20) /)%( Nt
wA * I 1
A (17) mozgastorvény és a (20) differen- : NI )
cidlegyenlet 4ltal leirt mozgas foronémiai AN NG f ¢
gorbéit a 28. dbra mutatja. @ ; .
WA i
Mind a (17)—(19) Osszefiiggésekbdl, A e
. AR . [ AN %
mind a forondmiai gorbékbdl lathatd, hogy LA A t
a nullhelyzettdl valé legnagyobb elmozdu-
l4s, +A és -A.
Ezeken a helyeken 1ép fel a legnagyobb T W IT2TSTIT
gyorsulas érték is, mely a kitéréssel ellen- 200 2000 200
2
kez6 értelm é aga ¢ = (0 A,
ezd értelmd és nagysiga a (
A sebesség maximuma a nullhelyzetnél van, értéke v = WA, Amozgas periodikus,
max
S NTh

2JL
= —— id6nként valamennyi mozgasjellemzé értéke megismétlodik.

w

Az (0 mennyiséget korfrekvencianak nevezziik. Az idéegység alatti periédusok, lengések szama
lengésszam vagy frekvencia:

P oo [l/s - Hz:l,

T 2J0

vagy

<
I

60 'f;%. [1/min} .

10. feladat:
Egyenesvonald harmonikus lengdmozgés legnagyobb sebességét és legnagyobb gyorsulasat mé-
réssel meghatdroztuk: v =12 m/s; a_ = 6600 m/s*. Szamitsuk ki a mozgds tobbi jellemzéjét!

X = A sin (Wt +({70) ,

18
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’:.,: / ~0S L\ « P :CLJA;
v X = WA cos (Wt +Lp0), L
. 9 ZA
= = y A Si M © =w 3
* w St +Hf)o)" Ymax
a
nax ) -
W - max _ (1()(}( _ 550 [1/5]
v 12
max
lesz a mozgas korfrekvencidja. A legnagyobb kitérés, azaz a mozgas amplitudodja pedig:
Yimax 12
_ max 2 S _ 9 1
A = o =50 0,02182 m 2,182 [cm],
20T 270
’ = —= = 0,01142 s|.
- 2L e 4

A mozgas frekvencidja:

v :% - Fﬁ? - 87,54 [112] .

1.2.3.2. Harmonikus lengések Gsszetétele

a) Egyirdnyu, egyez0 frekvencidju lengések

X = Al sin (Wt +O[~71); Xy = A2 sin (@t + @2);

X =X, X, = Al sin (Wt +(701) + A2 sin (Wt + ‘*)2)
Trigonometrikus atalakitasok utdn

X = A sin(Wt +LP) .

2 J 1
A = VAl + AT+ 2A1A2 cos(<102—q)l) .

Alsin ¢ l+ Azs'm ({)2

ahol

B R |

¢ = arctg

Alcos cfll+A2cos O ) '

Ez azt jelenti, hogy a (17) 6sszefiiggés is felfoghat6, mint két azonos korfrekvencidju harmonikus
lengés dsszege.



Csizmadia Béla (Szerk.)

b) Egyiranyt kiilonbozé frekvencidjii lengések

X7 Alsin(wltJr L,Pl); Xy = 1\2 sin(wzt +<.}L’2);

X :xl+x2

Ilyen jellegli lengések sszetevése nem ad harmonikus lengést, sot dltalaban periodikus is csak
akkor lesz, ha

1 m
(L‘Z B n ’
ahol m és n egész. Abban a specidlis esetben, amikor A1=A2=A és L{/ - LF,) = (0, az Ossze-
gezés konnyebben elvégezheto: -
LL)l - W, Cdl +W,
X = A sin u)lt + A sinW,t = 2A cos 5L 8l ——= — T,
Fontos specidlis eset, amikor () 1~ (L)z . Ekkor Ct)l - W, ‘<< (,L)l+ OJ2 » igyaco-
W, + O,
sinusos tényezd sokkal kevésbé valtozik, mint a sinusos. Ezt a lengést 1 2 kor-
2
frekvenciajunak foghatjuk fel, melynek amplitidéja,
e
A(t) = 2A cos -t [0;2A]-ban lassan véltozik.
2 5 ,
E jelenség a lebegés. (29. dbra).
29. dbra
X a lebeges periodusideje
244, —
N
~
/Y mvﬂ N
ZaSVATHIAZE
~ 7\ -

NS PRV -
(fsin #——?-f A)-2A cos 9’2—“)—2{
A lebegés frekvencidja:

A e SRS ..
leb 17T

¢) Egymadsra meréleges irdnyii egyenld frekvencidju lengések

x = A sinwt ; y = B sin(@t +cp) .

20
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Az ered6 mozgas pélydja ellipszis (30.a. dbra). Abban a specidlis esetben, amikor A =B,

LT

=2 mozgas x> + y* = A” egyenlettel leirhatd kormozgas lesz, és ezért ennek vetiileti moz-

gasaként is értelmezhetd a harmonikus lengdmozgas (30.b. dbra). Ha @ = 0, a mozgas

B
palydgja ¥ = A © egyenes. (30.c. dbra).

30. dbra
X-A
X
7 B x
24— A sint g_ —
e b x=Bsinwt
i ;3
B A
g y-BStn(wf +p B Y " yBsin(wt-pg) t
, =
3 1.0 / B :
/7 0
b bl A A \
X
9|0 b tx |k _B B
wll i /r3 7 %
q, -B
b
0 A X 0 B x
b . 1
¢ ~ x-Asinwt ¢ ~x-Bsin uyl
-t 5
{ 7
N ¢
J :Bsi y -Bsinuant /f‘
i ly-Bsmwf gy . Y wy fy
\ -
btits A 7 A y B 7 |B
C TN
-B B
6 q,

21
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d) Egymdsra merdleges irdnyii kiilonbozd frekvencidjii lengések

X = A sin Wit y = B sin( d’zt +L,)) .

A mozgas pélydja a 2A és 2B oldallapu téglalapba beirhat6 Lissajous-gorbe lesz. (30.d. dbra). Ez
csak akkor zart, azaz periodikus, ha

teljesiil.

2. Az anyagi pont kinetikaja

Mig a kinematika a mozgdsok leirasaval foglalkozott, a kinetika a mozgast létrehozo okokat ku-
tatja.

2.1. ERO £S MOZGAS

Mar a Statika targyban az erdt, mint testek mechanikai kolcsonhatdsat értelmeztiik. Ez azt jelenti,
hogy eré csak ott 1ép fel, ahol a testek mechanikai k6lcsonhatasban allnak egymassal. Ezeken a
helyeken tehat fel kell tételezniink eréket, melyek vektoranak meghatarozasa lehet a feladatunk.

Az igy értelmezett és a testre hatd dsszes eré ereddje hozza létre a test mozgasat (nyugalmat).

2.2. NEWTON-TORVENYEK

Az anyagi pont mozgasa és az arra hatd erdk ereddje kozti kapcsolatot Newton allapitotta meg.
A Newton-torvények a kovetkezok:

I. Az anyagi pont, ha a rd haté er6k eredéje zérus, nyugalomban van, vagy allando sebességgel
mozog. Y

I1. Az m tdmeg(i anyagi pont I (T)erd hatdsara ugy mozog, hogy mozgas kozben fennall az

ma (t) = I (t) osszefiiggés.

II1. Hatas és ellenhatds torvénye (lasd a Statika targyat). Mivel az er6 a testek kolcsonhatasa az elsd

— —
test mésodikra gyakorolt I | hatésa é a mdsodik test elsére gyakorolt 17, ] hatdsa kozott
szoros kapcsolat all fenn. Ezen erdk egyenld nagysaguak, hatasvonaluk egybeesik, iranyitottsa-
guk ellentétes: —_ —
F = - T
12 21
- - -
IV. Az m tdmeg(i anyagi pont I’ 1 r gy e Fn erdk hatasdra ugy mozog, mint egyetlen
— n — N
o= Z I". er6 hatasara. (Er6k ereddje; lasd Statika)
i
i=1

22
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2.3. A KINETIKA ALAPTETELEI
Newton torvényébdl levezethet6k az anyagi pontra vonatkozé olyan tovabbi kinetikai alaptéte-

lek, melyek igen alkalmasak a kinetikai feladatok megolddsara.

2.3.1. Impulzustétel

- —

Az anyagi pont mozgasmennyisége 1 = mv [%E} Ennek differencialasaval és Newton
II. térvényének alkalmazasaval kapjuk az impulzustétel differencialis alakjat:

r=F [n]. 1)
Szavakban: az anyagi pont mozgdsmennyiségének idd szerinti elsé differencidlhdnyadosa egyenlé

az anyagi pontra hato dsszes erd ereddjével.
Integralis alakban (21) integraldsabol:

t
[ -1 (th [k”“]
o S
[
t
@]

Szavakban: Az anyagi pont mozgdsmennyiségének t-t id6kozbeni megvdltozdsa egyenlé az anyagi
pontra haté erék ereddjének t-t, idSkozre vonatkoztatott impulzusdval. Az anyagi pontra hat6
er6k ereddjének impulzusan az anyagi pontra hat6 dsszes eré id6 szerinti integraltjat értjiik.

2.3.2. Perdiilettétel
El6szor a perdiilet fogalmat hatarozzuk meg. Perdiileten a mozgasmennyiség nyomatékat értjik.

A nyomaték statikaban tortént értelmezése szerint beszélhetiink pontra és tengelyre vonatkoz-
tatott perdiiletrdl (31. dbra). Az m anyagi pont A pontra vonatkoztatott perdiilete vektormeny-

nyiség:
T =1 —
’ZA r &1 . : (22)

a tengelyre vonatkoztatott skalaris, el6jeles menyiség (31. dbra), melyet a tengely egy pontjara
szamitott perdiiletnek és a tengelyiranyu egységvektornak a skalaris szorzataval értelmezziik:

— . 2
T T o | kem® | 23)
n A S

23
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31. dbra

Most mar megfogalmazhatjuk a perdiilettételt.
Ha a perdiiletet id6 szerint derivaljuk;

jZ:,—-.,—*ﬁ}r;
rxIl+r I
A

X

Mivel ¥ = v || fIT az elsé tag zérus, (21)-et figyelembevéve pedig

TxT=TxT =M . Igya

A
Z =3, [m] @)

Osszefiiggést kapjuk, mely a perdiilettétel pontra vonatkoztatott alakja.
A (24)-et 11 - al végigszorozva

J= M [Nm]. (25)
n n

Ez a perdiilettétel tengelye.

Szavakban: Az anyagi pont A pontra, ill. "n" tengelyre vonatkoztatott perdiiletének idé szerinti
elsé derivdltja egyenld a tomegpontra haté dsszes erd A pontra, ill. az "n” tengelyre vonatkoztatott
nyomatékdnak dsszegével.

Integralis alakban:

- - to

Lo - Ay = (M, d,
tO

N t

v’Ln(t) - .7l;1(t0) = S M_dt .
tO

24
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"o

Szavakban: Az anyagi pont A pontra, illetve "n" tengelyre szdmitott perdiiletének t-t, id6 alatti

"non

megvaltozdsa egyenld az anyagi pontra hato dsszes erd A pontra, illetve "n” tengelyre vonatkoztatott
nyomaték-impulzusaval.

2.3.3. Munkatétel

Mint fizika tanulmdnyainkbdl tudjuk az anyagi pont kinetikus energidju

2
~+2| k
E = % m (v) EEE%- . Differencialjuk ezt!
- s
l — — — —
E = §n12 VV =mav
A (21) felhasznaldsival ésa P = Fv teljesitményfogalom alkalmazdsaval.
E=p. (26)

Ez a munkatétel differencialis alakja. Ennek id6 szerinti integralasa utan:

t t T
1 1 T
El-EZ(Pdt— 5Fth—5 Ed?,
(6]
\J
t t T
0 0 o
lﬁzmz
- -FE =W = N
I:l o “ol 5 Nmy,

S

az integrélis alakot kapjuk. Szavakban a munkatétel: az anyagi pont kinetikus energidjdnak t -t
id¢ alatti megvdltozdsa egyenld az anyagi pontra haté dsszes erd t -t idd alatt végzett munkdjdval.

2.3.4. Feladatok az alaptételek alkalmazdsdra

Egy kinetikai feladat megolddsat mindig az anyagi pontra haté Osszes erd szambavételével kezdjiik.
Ezutan az ismert vagy elérni kivant, azaz a feladat szempontjabol adottnak tekintheté mozgasjel-
lemzG8ket kell bejelolniink.

A meghatarozni kivant paraméterek ismeretében most mar egy vagy tobb kinetikai alaptétel
felirasaval a feladat megoldhato.

Miel6tt konkrét feladatok megoldasara térnénk at, tablazatosan osszefoglaljuk, hogy valamely
keresett jellemz6 esetén adott paraméterek mellett leggyakrabban mely alaptétel alkalmazasdval
jutunk eredményre. Az I. tablazatban szerepl6 Tes M A 2z anyagi pontra hat6 erdk ereddje,
illetve annak nyomatéka. Az m tomeget mindig ismertnek tételezziik fel.
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26

I. tabldzat

Keresett jellemz6 Adott jellemzék ALKSImazhate
alaptétel
- e — - - - —
Ar = r, - ro F(r); vl(rl), vo(ro) El - E0 = W01
Vo(ro); Ty F(r) El B Eo B Wol
Y] ) 7 T -T-fFa
vo(t0 sty ts (t) 1 o ¢ t
%
T F T=F
— — —- t ——
t=t; -t Vo)t vie)s F L -1 =j; F dt
o
o) .
Kl a kényszerer§ irdnya;
I—{l pdlya (ha nem egyenes vy is) I=F
F’ aktiv ersk
}—5‘> - ﬁl az anyagi pontra hat6
— T= ij—;
tobbi erd; a;
i:? - - - —
1 VT vl Ty T
E-E =W
il oo o el o 0
Flr) = -F, 3 F (T)jellege
T YV(t); Vi) t;t 1
1 Voll) 3 Vit s ity - - -
I-1 = F dt
F' () =F - By F.b) jel- ° %
F' () =F - Fj; F () ] i
lege
— >N, - ﬂTr’. = Vi
MA r(t); v(t) A MA
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11. feladat:
A 7. feladatot oldjuk meg a kinetikai alaptételek felhasznalasaval!
[rjuk fel a munkatételt (24. dbra, 12. old.):

El - EO: Wol .

A kezdeti kinetikus energia E = 0, mivel itt a sebesség is zérus. Az 1 pontbeli E kinetikus energia

az itteni, még ismeretlenv 1 sebességgel:
1 2
El ) m Vl . Mivel a testre csak a sulyerd hat, ennek a W munkdja a 01 pontok kozott:
%P —
-\ T oa j r=7G(, -7).
WO 1 5 T G r i G (r 1 rO)
r I'
(0] o)
—— —3» p — =
Mivel a felvett koordinatarendszerben T, = 0, cs r, - jh -,
-7 G =16
Wol jr, G 1C
Tehat
1 2
5 mv 1 = Gh ,
amibdl

v, = QG“ \h 1/2.9,81.3 = 765[}

azaz természetesen igy is a 7. feladatban kapott eredményre jutottunk.

12. feladat:
Vizsgaljuk meg a 8. feladat szerint mozgé tomegpont sebességének a nagysagat a foldreérés pil-
lanatdban a munkatétel segitségével!

E-E =W,

A kinetikus energia a kezdeti dllapotban E = 1/2 m v, a foldreéréskor pedig a kiszdmitando v
sebességgel: E = 1/2 m v*. Az anyagi pontra itt is csak a sulyer6 hat, ennek munkavégzése pedig:

— -

T T
W: e A — e i o
S *dr:-S+Gdr:-](r-r)
— - o

T r

0 0
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- —
A 8. feladatban mar felirt T és T _vektorok killonbsége;

o}
- - -r -
r -r =is -1is_ - il .
0 0
Ezt W 6sszefiiggésbe helyettesitve:
W = - Gj(is-iso-jH) = GH .
Igy most mér a munkatétel:
1 2 1 2
5 mv - ) mvo = GH,

J 21
v = 2gH + v2 :/2,9,81 . 2,2441,546° = 6,82 |m/s|.
0

13. feladat:

A 9. feladatbeli szallitoszalag tiresjarati inditasdhoz mekkora nyomaték sziikséges, ha a szalag
tomege m = 40 dkg?

A tovibbi sziikséges adatok a 9. feladatban szerepelnek (R = 0,25 m; & = 10/s2).

Induljunk ki egy dm tomegelem vizsgalatdbdl (32. dbra). Ennek korpalyan valé mozgatasahoz

szitkséges nyomatékot keressiik, ezért irjuk fel a perdiilettételt.

el —
J =M
6] 0]
32. dbra
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— — .
A M meghatdrozésihoz elészora JU  perdiiletet irjuk fel. Ertelmezés szerint
0] 0
— . —
A = rx 1.
0
Figyelembe véve, hogy itt T = - RO és
—
- — —~ - > Enal
f:vdrllc,Jé:—n.\'CRvdm:kRvdm.

0
A v (13a) szerinti értelmezését helyettesitve:
—-

o -+ D
»TO =k R @ dm

Mivel itt csak () valtozé az inditds ideje alatt

= - ( > 2
JU =k R2 g0 dm = kR™& dm .
0 dt

Ezt a perdiilettételbe helyettesitve;
- - 2
I\IO =k R7¢ dm

nyomaték sziikséges a dm tomegelem meginditdsahoz. Mivel a szallitészalag minden pontjanak
sebessége azonos, ugy tekinthetjiikk, mintha a szallitoszalag egész tomege a mozgatohenger R
sugaran helyezkedne el. Tehat csak az egész lires szalag meginditasahoz

- 2

— - 2 — -
M =KR°¢€ m = Kk0,257.10.40 = k 25 [mN]
0]

inditényomaték sziikséges. Természetesen a tovabbi mozgé alkatrészek miatt a teljes inditashoz
ennél nagyobb nyomaték kell. Ezzel késébb foglalkozunk.

2.4 D'ALEMBERT-ELV

A Newton-torvényeken és a kinetikai alaptételek alkalmazasan kiviil a D'Alembert-elv felhasz-
nélasaval is megoldhatjuk kinetikai feladatainkat. Ez is csak a II. Newton-torvény mas formaja
megfogalmazasa. e e -

Egy m témegpontra hassanak [ L 1"2, ... I er6k, melyek hatdsdra az a gyor-
suldssal mozog.
Newton II. torvénye szerint

n )
ma = > TT’- (1\]
L T

i1
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Atrendezve:

i-1

——
Legyen -mma - It I inerciaeré. Ekkor

1 - - i
L’ F. +F =0 [m]
i=1

a D'Alembert-elv. Ez kimondja, hogy az anyagi pontra haté Osszes erék az inerciaerékkel egyiitt
egyenstilyi erérendszert alkotnak. Tehat az er6fogalom D'Alembert-féle kiterjesztésével a kineti-
kai feladatok statikaiakka vezethetdk vissza. Ha ezt kiilon nem hangsulyozzuk, erén mindiga 2.1.
pontban értelmezett fogalmat értiink.

2.5. PELDAK KENYSZERMOZGASOKRA

A kinetikai feladat megoldasanak menete itt is a 2.3.4. pontban leirtakkal egyezé. Itt azonban az
eddigi feladatokban szereplé er6hatasokon kiviil, még kényszererdk is fellépnek. Vizsgaljuk meg
ezek figyelembevételének modjat és utana, a mar leirtak szerinti lépésekben, oldjunk meg néhany
feladatot.

2.5.1. Kényszerer6 fogalma

Mar a statikaban aktiv és passziv erékrél beszéltiink. Az aktiv er6ket a testnek rendeltetéséb6l
adodoan kell viselnie. Ezek vagy a sulyerd, mely a test és a F6ld mechanikai (gravitacios) koleson-
hatasaként jon létre, vagy valamely mas test hatdsaként létrejovd, altalaban ismert erd. A passziv
er6ket a statikdban tamasztd, vagy kényszereréknek nevezziik. A kinetikai vizsgalatokban a
kényszererék nem a test megtamasztasat, hanem meghatdrozott pdlydn valé mozgdsat biztositjdk.
Kényszererének tehdt a vizsgalt anyagi pont és az anyagi pontot a meghatdrozott kényszerpdlydin
tarté elemek kozott fellépé mechanikai kolcsonhatdst nevezziik.

Erdes palydn mozgd anyagi pont esetén a kényszererd irdnya az anyagi pont sebességvekto-
ratol is fiigg. A muszaki gyakorlatban el6fordulé feladatoknadl altalaban vagy ismert a sebesség
iranya és iranyitottsaga, vagy csak az iranya. Az elsé esetben a kényszererd iranya egyértelmtien
felvehetd, a masodikban meg kell vizsgalni, hogy az adott er6hatasok eredményeként az anyagi
pont nyugalomban van-e, vagy egyik vagy mdsik irdnyitottsagnak megfelel6en mozdul-e el. En-
nek eldontése utan a kényszererd iranya itt is egyértelmdi.

2.5.2. Egyenes érdes pdlydn valé mozgds
14. feladat (33. dbra):

A sz6v6gép G = 3,34 N stlyu vetélGjét ¢ = 7,65-10* m/N rugoéallanddjia rugd mozgatja. A gép
miikddése kozben a rugd 6sszenyomdddsa eredeti helyzetéhez képest x = 0,2 m.
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Miikodés kozben a rugé feloldddik és megloki a vetélét, amely ezaltal a szovégép egyik oldalardl
a masikra repiil at. Kozben a vetiilékfonal a csévérdl lefejtédik és a lancfonalak kozé fekszik.

33. dbra
cséve W
G \
rugo Osszenyomott K vetéls
allapotban N
- %0
s ,
___________ % = C_XO=262 N
_1
G

X X5 =20 cm

Mekkora sebességre gyorsitja a rugé a vetélét, ha a vezetékben a surlddasi tényezo H =01
Munkatétellel oldjuk meg a feladatot:

E,. -E =W
1 0 ol 7
1 2 1 )
5 m \'L -5 m \o = \\Ol
A kioldas pillanataban a sebesség v = 0 és igy a munkatétel:
C
1 2
MV, = Wo 1

)
=



Csizmadia Béla (Szerk.)

O - —-
Avetéléreaz I, G, Kerdhat. A G -sulyer8ésa K ényszererd N 3sszetevéje az X, iton
nem végez munkat mivel az elmozdulas és az erd egymasra mer6legesek.
Igya vetéldre hatd Osszes erd x uton végzett W munkdjanak meghatdrozésakor csak az T ru-
goerével és 3 surlodoerokomponenssel kell szamolnunk (Az S statikai tanulmanyaink szerint,
a mozgast akadalyozé erd, ezért az elmozdulassal ellenkezd iranyitasu).

Vizsgaljuk meg el6szor a rugderd altal végzett munkat!
A rugber§ az 6sszenyomodasnak kozelitéleg linearis fiiggvénye:

I' = -i F(x) = -1 — . Arugé kioldasakor a vetéld x irdnyu elmozdulast szenved, tehat
c

"o

az elemi elmozduldsvektor dT = 1 dx.A rugoerd altal kioldaskor végzett munka:

0 i

—

-
W = F dr = - F(x)dx = T(x) dx
ol rugs r (x)dx IF'(x) dx .

“

T X 0]
0 0

Tehat a keresett munka a [0; x | intervallumban az F(x) fiiggvény alatti teriilettel szamithat6 (33.
dbra):

!

ol rugo 2 26

A surlédasi er6 munkajahoz S meghatarozasa impulzustétel segitségével torténhet:

7
R

-~ -
[
O=N-G ,
N=G.

A Coulomb-féle 6sszefiiggésbol

S:ML\':PG:'&IL

Tehat
W = - S x

ol surl 0
mivel az S alland¢ és iranya az elmozdulassal ellentétes.
Visszahelyettesitve a munkatételbe

1 2 0
—m v, = — =-uG x
2 1 2c MY Po
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— ]
%o 0,2
v, = x tg) = 0,2 ( - ] -2,0,1.9,81) ,
: me " 0,35.7,65.10
G _ 3,43 N _ =0,35 [kg]
mivel e ¢ 9,81 m/s”
7 = ) ') N
fay v, = 12,2 [m/:ﬂ.

Tehat a rugd 12,2 m/s sebességre gyorsitja a vetélét.

15. feladat:

A H=5 m magassagban levé zsakokat kell a h=1,5 m magassagu futoszalagra juttatni. Ezt egy
<= 30° hajlasszogl egyenes lejté kozbeiktatasaval oldjak meg. A lejtére helyezett zsak A-tdl B-ig
G stlya kovetkeztében csuszik és egy v, sebességre tesz szert. Hogy a futdszalagra lehessen tenni
v, sebességét egy rugds mechanizmussal b = 1m tton nulldra csékkentik. A zsék C pontba érve
atesik a futdszalagra (34. dbra). Mekkora legyen a fékez6 rugé ¢ rugdallanddja, ha a zsak stlya
G =490 N, a zsdk és a lejt6é kozotti surlodasi tényezd (1= 0,3?

A lejté teljes hossza:

H-h 5 -1,5 - T
q = - = " 3 = / ln]],
sinXx sin 300 L

A zsdkot anyagi pontnak tekinthetjiik, mlvel csak haladé mozgast Vegez (lasd meg IV. fejezet 2.2.
pont). A ra hat6 er6k az A 3 szakaszor [ ,a T3 szakaszon pedig (5 ’ K , 17(x) - A koordi-
natarendszert célszertien a lejt6 iranya és a rd mer6leges irany hatarozza meg. El6szor a zsak a B
pontbeli sebességét hatarozzuk meg egy munkatétellel:

< oW — \‘1\‘7
E, - E,

]) L 1\1%

34. dbra

33



Csizmadia Béla (Szerk.)

> —
Mivel v,=0,igy E, =0. A G és K er6knek csak a palyairdnyu komponensei végeznek munkat
az AB = a-b tton:
W, =

AB (
MivelaG sin O erdosszetevd az elmozdulas iranyaba mutat (1 irdnyu), az S surlddasi er69sz-
szetev viszont ezzel ellentétesen, ezért az elsé munkdja pozitiv, a masodiké negativ el6jelii lesz.
Ugyanerre az eredményre jutunk a munka éltalanos osszefiiggésébdl kiindulva is:

a-b) G sina -(a-b) S.

—

ﬂ' —_—

I'B

Wig = \ G + K) dr .
v
T

A
A dr = 1 dx 6sszefiiggést felhasznélva:
b b b b
W \D = \ET(L\ + & K1 dg = —g(? sin dx + S dx o,
£
: J L |
a a a a
Az integralast elvégezve:
W, - “Gsino) [b-a] + S [b-a} - (a-b) [ G sine -5].

Igy most mér a munkatétel részletesen:

2 .
5 m VB = (a-b) [G Smo(,—S].

Itt még az S surlédderd ismeretlen. Ezt egy impulzustétel segitségével hatarozzuk meg:

—> > —

[=G + K.
Szorozzuk végig mindkét oldalt T—al, akkor
0=-G cosx+ N
mivel | x irdnyd, nincs normaliranyua gyorsulas.
Ebbél
N =G cosx.

A Coulomb-féle surlodasi osszefuiggést felhasznalva:

S = /uN:/UG cos o¢ .
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Ezt a munkatételbe helyettesitve és v, értékét onnan kifejezve:

‘ — 1
- \/ 2(a-b) (G sinoc - 4 G coso)
B

111

\-'“ = \/2(a-b) g (sinox- /ucoso() =

\/2.(7—1)_‘),81_(sin3()o—(),3.cos 3()0) = 5,31 l:m/s]

Végiil tehdt v, = 5,31 m/s sebességgel érkezik a zsék a B pontBA

Ekkor az er6viszonyok megvaltoznak. A keresett rugoallandot az F rugéerébdl hatarozhatjuk
meg, a rugoerdre viszont abbol a feltételbdl kovetkeztetiink, hogy a zsdk C pontbeli sebessége
zérus.
A feladatot egy BC szakaszra vonatkoz6 munkatétellel oldhatjuk meg.

E.-E,=W,..

Az anyagi pontra hatd G’ és fer(’ik munkajat az el6z6 meggondoldsok, az ?rugéer(’i munkajat
a 14. feladatban leirtak alapjan hatarozzuk meg.
Igy
2 "
l)-EmvB—b(Gbm&— ) - oS
Itt S' = S mivel az I lejtdiranyd rugderd nem valtoztatja meg a kénvszereré normélkompo-
nensének nagysagat (N'=N). A rugéeré munkaja azért negativ, mivel I* er6 az elmozduldssal

ellentétes. A fenti Osszefliggésbdl a rugdallandot kifejezhetjiik:

2
b

2

B

2b(G sin&x - S G cosa) + mv

2
- . ~4|m
¢ = 5= 0,110 H

’ 190
2.1, (490.sin30°-0, 3. 490, cos 30°) + =7 ¢ 5

9

) -4
Tehat a keresett rugééllandd c = 60,1,10 [%} .
1

35



Csizmadia Béla (Szerk.)

16. feladat:

A 35. dbrdn egy széllitészalagot latunk, amely sodert tovabbit. A szalag v, =1,5 m/s sebessége
allandé. Hol hagyja el a tomegpontoknak tekintheté anyag a szalagot, ha R = 0,25 m, a szalag
és a sdder kozti nyugvasbeli surlodasi tényezd M= 0.4 mozgasbeli surlodési tényezd /U = U,
h=2més (> = 20°?

Elészor is vizsgaljuk meg, mekkora lehet F’

azaz ne csusszon vissza a szalagon (36. dbra)!
Az anyagi pont addig van nyugalomban a szalaghoz viszonyitva, amig

R @

ahol é o asurloddsi kap fél nyildsszoge, és tg S)O = //t o (lasd Statika jegyzet).

hax > hogy a szdllitészalag még elvigye az anyagot,

Azaz

ﬁmax - go ’
tg ﬁmax - g go = 0,4,

pmax = #gd

Tehat a lejté maximalis hajlasszoge fliggetlen a szallitott anyag tomegétdl, csak az illeté anyag és
a szalag kozti nyugvasbeli surlddasi tényez6tél figg.

Esetiinkben (5 = 10 gy * 4Zaza szalagrol nem csuszik vissza a széllitandé anyag.

35. dbra
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36. dbra

Tovabbiakban vizsgaljuk meg, hogy az m tomegpontok a korives palyarészen meddig mo-
zognak egyiitt a szallitoszalaggal (sebességiik a szalaghoz képest nulla). Jeloljitk A-val azt a
pontot,amelytdl kezdve a tdmegpontok megcsusznak a szalaghoz képest (35. dbra). Az anyagi
pontra csak a ¢4 stlyerd és a K kényszerer hat.

Az impulzustétel az A pontban:

—

- —
[ =G+ K.

Mivel a v, sebesség dllando, a korives pdlydn az anyagi pont gyorsuldsa normalirdnyu lesz (1.2.2.
pont). Az impulzustételt n és e vektorral végigszorozva:

2

'S
- m—R = —mgcosCFA-h\’ , 27)
0 = mg sin ' S . (28)

A nyugalom és elmozdulas hatarhelyzetét vizsgaljuk, tehat

S:/JO.\’_

Ezt (28)-ba helyettesitve és rendezve az

mg sin
A
N=——7—7717—

Ho

Osszefuiggést kapjuk. Ezt behelyettesitve (27)-be:
v2 mg sin
k g sinfy

M == = mg COSLPA+ G
0
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Csizmadia Béla (Szerk.)

E gyszer(sités és rendezés utan

Qv

.
. O _ -
smupA -+ ——gR —/UO (’OSPA .

o

9
A cos QPA e ‘\m behelyettesitése, négyzetreemelés és rendezés utan

5 2 2 4
1 2 2 “P()\k ; + /L(O—Vk - 2 = 0
( + ) sin N R sing, 2R2 Ho
Ebbdl

- ju 2 2 =
) oR o R
H —
in A }
L +u”
"o
e =
0,4.2,25 + V 0,4.2,25
_ b e T = l l . b b .
B 9.81.0, 25 0,4 ity b0 =1 L),Sl.U,25)
a 1,16

Az adott esetben csak a pozitiv el6jelnek van fizikai tartalma, igy

sin@‘x = 00,0328 ,

Ez azt jelenti, hogy a tovabbi szamitasok szempontjabdl kozelit6leg ugy tekinthetjiik, hogy a
palya legfelsé pontjan mar megcsusznak a tomegpontok, azaz ezek utdn sebességiik mar nem
lesz azonos a szalagsebességgel. Térjiink ra az elvalas helyének meghatdrozasara! Ott valik el
az anyagi pont a szalagtdl, ahol a pdlya és a témegpont kozotti kélesonhatds megszinik, azaz
—p -

K = 0 lesz. Tehat azt a helyet keressiik, ahol a kényszerer6 zérussa valik. Jel6ljiik B-vel ezt a
pontot, és “yr B -vel jellemezziik (35. dbra).

— —

G+K, /.n

A B pontban felirt impulzustétel ? -

—man = -G c:ost)oB + N

&
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Az elvélas pillanataban a T\:— = _(J’ azaz N = 0 is fennall.
Igy 2

vy (29)

-m— =-G cos

R B -

Meg kell tehat hatdrozni, hogy az m témegpontok mekkora v, sebességgel érnek B-be.
Mivel az anyagi pontok a futdszalagon megcsusznak, ugy tekinthetjiikk, mintha nyugvé palyan

cstsznanak le, de v, kezddsebességgel. A v, kiszdmitdsahoz hasznaljuk fel a munkatételt.

E -E =W
0

B oB

A mozgasbeli surléddsi tényez6t nullanak vehetjiik. Igy a kényszererének csak elmozduldsra me-
réleges komponense van.

Ebbdl kovetkezéen a K kényszererd a 0 és B pont kozott nem végez munkat. A sulyerd
munkdja pedig az el6zéek értelmében W= G(R-R cos ?B) . Tehdt a munkatétel:

l m V2 l '2 = G(R R
5 B 7 m Vk = G(R - coS({’B) .
Innen 9 2
7 _— - ( 30
Vi 2 gR (1 COS\{')B) v (30)
Behelyettesitve (29)-be és -m-mel egyszerfisitve
) 2
2 g R (l—cos(ﬁB) + Vi
R =g COSLPB .
Rendezés utan D)
i + 2¢gR
oSy = TR

Az 6sszefiiggésbdl lathatod, hogy az elvalas helye fiiggetlen az m tomegtol.

2y 2 2,9,81.0,25 - .
cos | = 222 w2 = 0,972 , kf)l% = 15

Tehat a fugg6legest6l 15°-ra az anyag elvalik a szallitoszalagtol.
Ekkor a sebessége (30) alapjan

—
2
Ve

vy - Vggp\ (1 -cosu?B) +

v, = \/z.v,sl_u,zs(1~0,972H2,25 = 1,546 [m/s].

A példa folytatasa a 8. feladatban talalhato.



Csizmadia Béla (Szerk.)

3. Anyagi pont lengdmozgasa

Ha egy anyagi pont mozgdsa egyenld idékozonként ismétléds szakaszokbél dll, akkor az anyagi
pont periodikus lengémozgdsdrol beszéliink. Az alabblakban olyan perlodlkus lengémozgasokkal
foglalkozunk, amelyek sorén az anyagi pontra az [+ (1 ) (\ )s & (t) er6khatnak.

Ezen eréhatasokat 1étrehozo valdsagos kortilményekrél az egyes alpontokban beszéliink rész-
letesebben.

3.1. HARMONIKUS LENGOMOZGAS

Az egyenesvonalt harmonikus lengémozgast végzé anyagi pont kitérése egyetlen sinus fiigg-
vénnyel adhaté meg a (17)-es Osszefiiggés értelmében.
Vizsgaljuk most meg, milyen er6 hatdsara jon létre ez a mozgas!
— —
Legyen az anyagi pontra hat6 erék ereddje a pont helyvektoranak fiiggvénye: I (1),
méghozza azzal aranyos és vele ellentétes iranyu: v

I“ = - (C 7 H)-

- l ——
— T
O c

——
Ezen eré mindig kiilonbozik zérustol, ha T # (), azanyagi pontot igyekszik visszatériteni az
— - , " o~ fo oo [oaen n . . S
r = () helyvektort kezdépontBA Az 1 ) ert visszatérité erének nevezziik. Ilyen visszatérité
(
erd a valosagban eldallithato linedrisan rugalmas anyagi testek, rugok segitségével, azok alakval-
tozasa kozben. A c jelenti az egységnyi erGhatasra 1étrejovo kitérést, amit rugoallandonak neve-
ziink. Mértékegysége: [m/N] . Irjuk fel az impulzustételt az m tomegl anyagi pontra (37. dbra):

[=TF |,
ahol
. o - . -
_I’-: ([ﬂv) = mv = TH—I"-; —]f‘: T}F - - 2 7,
0 C
37. dbra
94
K

8 X 0 in Pr 1 X
= g——J\N\N\/\'—EW»
7] |

G H

4

< o

o —
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Behelyettesitve az impulzustételbe:

> 1 — -
r+ —r=20, (31)
mec
Bevezetveaz — = oC  jelolést, kapjukaz 1 + O(O r = 0 egyenletet,a harmo-
mc 0

nikus lengdmozgas differencidlegyenletét.

Mi részletesebben azzal az esettel foglalkozunk, amikor a mozgas egyenes mentén torténik.
Ilyen mozgast végez a csavarrugéra erdsitett, annak tengelye iranyaban (x irany) surlddés nélkiil
mozg6 anyagi pont (37. dbra).

A mozgas differencidlegyenlete ekkor
X+ al=0, (32)

ami egyezik a IIL. 1.2.3. pontban megadott (20) 6sszefiiggéssel. (Az impulzustétel y irdnyt vetii-
leti egyenlete G és I egyensulyat adja).

A matematikdban tanultak szerint (32) dltalanos megolddasa x = A sin(&X t + e )
alakban ad6dik. © ©

Ebbdl . & A o
= s t ,
X oA co ( St 900)

= 2 2
= —[X- A i a = =
= A sin( Ot + LPO) O(O X,

amelynek a diff. egyenletbe torténd behelyettesitése azonossagra vezet.
Az anyagi pont tehat az

klfe]eZeS SZeIlIlt ng IIlOZOgIll (38. ab’ a)) allOI

x : a leng6 anyagi pont t idéponthoz tartozo kitérése [m],
A: alengés amplitiiddja (legnagyobb kitérése) [m],

xX = 1. a lengémozgds korfrekvencidja [1/s], (34)
0 mc
‘P 52 lengés t = 0 id6ponthoz tartozé fazisszoge [rad],
277
T = --—f a lengésidé [s].
o(o

4]
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38. dbra

x A

Xe=ASin o i t

A fenti jellemz6k kozil A és ¢ @ mozgds kezdeti feltételeibdl (vagy két, egymdstdl fiiggetlen,
tetsz6leges idopontbeli mozgasjellemz6 értékébdl) hatarozhatok meg (lasd 10. feladat).

A mozgis X korfrekvencidja viszont csupén a lengd témeg (m) és a rugéallandé (c) fiigg-
vénye, értékét nem befolydsolja az inditds modja.
A fentiekben értelmezett FO visszatéritd erd hatdsara tehat az anyagi pont egyetlen sinus fiigg-

vénnyel lgirhatd, harmonikus lengémozgast végez. Ezt az esetet, amelynél a bevezetdben emlitett
[F és I' er6k nem hatnak az anyagi pontra, és az egyediil az F erd dltal meghatarozott moz-
c 0]

&

gast végez, szokas szabad lengésnek is nevezni.

3.2. CSILLAPITOTT LENGOMOZGAS

A valbsdgban 1étrejové lengémozgdsok esetén mindig jelentkeznek olyan hatdsok, amelyek a
lengés amplitudojat csokkentik: a lengések csillapodnak. Vizsgaljuk meg, milyen modon véltozhat-
nak a csillapitast okozo erdk!

3.2.1. Kiilsé csillapito erék esetén

1. A Coulomb-féle torvénnyel leirhaté surlodasbol szarmazo csillapito eré nagysaga allando, ira-
nya a mozgasirany valtozdsakor megvaltozik.

2. A folyadéksurlodas kovetkeztében fellépd csillapito eré megkozeliten aranyos a mozgas se-
bességével.

3. A légellenallasbol szarmazo csillapitd erd kozel aranyos a sebesség négyzetével.

Mi a kovetkez6kben az emlitett csillapité er6k koziil azon esettel foglalkozunk, amikor a csillapi-
10 erd ardanyos a mozgds sebességével és vele ellentétes iranyu:

—= —

, e
I =-kv = -kr
c

?

ahol a k a csillapitads tényezdje, pozitiv allando, mértékegysége: [Ns/m]
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Jo kozelitéssel ilyen csillapito erdt fejt ki a lassan mozgd dugattytra a fojtonyilason ataramlo
folyadék pl, a gépkocsi lengéscsillapitdjaban (39.a. dbra). Ezen lengéscsillapitoval ellatott lengé-
rendszer mechanikai modelljét mutatja a 39.b. dbra.

39. dbra
TrT = i g
] 1*17 \ | ;K
Al | wan— S
/ //, ):<
/f, . X ‘G Su=0
— ﬁ —
‘ c " \ b.,
\\a kerék tengelyéhez rogzitett

dugattyd és haz

a_kocsiszekrényhez rogzitett
zart henger

[rjuk fel az impulzustételt az m tdmegli anyagi pontra, amelyre az [  és ﬁc er6k hatnak:

——

[=F +F
O C

ahol :
I = mr ;
> ) R e
igy mr = - c r - Kr,
- kK = 1 -
T+ - T4+ — 1 =0
m mc
Bevezetve a E ) ) 1
2 (3= = es o = —
m 0 mc

jeloléseket, ahol (3 a csillapitdsra, O  a visszatéritd erdre jellemzé allando, az
0

- —
T =0

- 2
+2‘_3r+<‘-‘<or



Csizmadia Béla (Szerk.)

linedris, homogén, alland¢ egytitthatos differencialegyenletet nyerjiik, amely az x tengely mentén
torténd egyenesvonald mozgas esetén

K 2@ ol x =0
(0]

alaku lesz. At
A diff. egyenlet megoldasat x = ¢ alakban keresve a

2
ﬁ‘-+2f37\+ \XZZU
0]

karakterisztikus egyenletre jutunk (lasd Matematika cim{ targyat), amelynek gyokei:

2 P
21,2 - 'Pf\ﬂh - ay

Ezek felhaszndlasaval a differencialegyenlet altalanos megoldasa az

ﬂlt ﬁzt
= C y 35
X (le + Cze (35)

alakban irhatd, ahol C1, C2 tetsz6leges allandok. A A U ﬂz gyokok természete szerint
(komplex, valds, vagy kettds gyok) harom esetet killonboztetiink meg:
a) Ha (3 < 0((—) vagyis a csillapitas egy bizonyos mértéknél kisebb — a (35) altalanos megoldas az
x:Ac-pt sin(Ot +@ ) (36)
. 0

alakra hozhatd, ahol A és CPO valds konstansok a mozgas kezdeti feltételeibdl hatarozhatok meg,
. 2 Y.
X =\~ -
Voo -

T 2J0
T = 2l = —————  alengésidé.

a lengés korfrekvencidja, amelybdl

2.
&

A (36) egyenlettel leirt mozgas olyan harmonikus lengésnek tekinthetd, amelynek amplitiidoja
az id6ben exponencidlisan csokken (40. dbra). Szokas ezt az esetet gyenge csillapitdsii lengémoz-
gdsnak nevezni.
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Két, egymast kovetd, azonos eldjellt maximalis kitérés viszonya itt egyenld:

A A A
1 2 n ,
Kﬁ“ = Kf = eeesec e = A = K .
3 4 n+2
Ha az A -hez tartozé idépont t , akkor (36) felhasznélasaval
- J/-ﬁ t - F‘) t
A (t ) Ac P Ae T ,
K = n n - - 17:0(”“
A x(t+D) (3(t_+T) -3t =AT
n+2 n - n n
Ac Ae e

Ez a viszony a csillapodas mértékére jellemzo, csillapoddsi hdnyadosnak nevezziik.
Szokas a csillapodast a

A=1n K =T

logaritmikus dekrementummal is jellemezni.

40. dbra
X )
+ e L =
oo, \
N\ S
i ~—
Xo=A SiN po At _
| AN T b




Csizmadia Béla (Szerk.)

A II. tablazat 1-5. oszlopa adatainak alapjan a gyengén csillapitott lengdmozgas jellemzdinek

< i = 1 tartomanyban.
X

)

valtozasat vizsgalhatjuka ()

II. tabldzat

1, 2, 3. 4, S. 6. 7.
AA & 4 w*
— K A ’
A 0(0 o 0(0 7ma.x
1. 10 1 0 0 1 1 o
2. | 0,167 1,2 0,182 0,029 0,9992| 0,996 | 17,85
3. | 0,333 1,5 0,405 0,064 0,998 0,996 7,83
4, | 0,500 2 0,693 0,110 0,994 0,989 | 4,57
5. | 0,750 4 1,385 0,216 0,976 0,954 2,37
6. | 0,900 | 10 2,30 0,343 0,937 0,879 1,545
7. | 0,950 20 2,99 0,434 0,910 0,791 1,275
8. | 0,990 | 100 4,61 0, 593 0, 808 0, 548 1,045
9. | 0,998 | 540 6,28 0,71 0,71 0 1
10. 1 00 oo 1 0 - -
Az 1. oszlopban szerepl6 Li\‘ mennyiség az egy lengésperiddus alatti fajlagos amplitudo-
/

csokkenés, amelyben
A A az egy lengésperiodus alatti amplitiddcsokkenés,
A alengés amplitudoja a vizsgalt lengésperiodus elején.

A téblazatban szerepl6 tovabbi jellemz6k értelmezése a korabbiaknak megfeleld.
A tdblézat 1.sora ((d= 0) a csillapitatlan harmonikus lengésnek felel meg. Lefel¢ haladva a
csillapitas mértéke novekszik, végiil a 10. sor ( (3 = (Xo) mar a kovetkez6, ¢) pontban targyalt,
nem periodikus lengés esete.
Figyeljitkk meg pl. az 5. sor adatait! A [>=0,216 (XO, ill. /L =1,385 esetén a lengés amplitui-
doja egy periodus alatt mar 75%-kal (éXA= 0,750), vagyis negyed részére (K = 4) cs6kken,

ezen csillapitott lengés kérfrekvencidja ( OX )azonban a csillapitatlan lengés sajatkorfrekvenci-
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(&8
ajahoz ( ¢ ) viszonyitva mindéssze 2,4%-kal véltozik ( ~ =0,976). Ez azt jelenti,
O L
(6]

hogy ezen csillapitasi esetben, még nagy K értékeknél is, a lengdmozgas korfrekvenciaja kozeli-
téssel a csillapitatlan lengémozgas korfrekvencidjaval azonosnak veheto.
b)Ha (3 >X — vagyis a csillapitds egy bizonyos mértéknél nagyobb — a (35) megoldds az
- (5t
= Ae P o 37
x = Ae sh (x’t + LPO) (37)

alakra hozhatd; ahol A és (Po valds konstansok a mozgas kezdeti feltételeib6l hatarozhatok meg
és
=22 2
{ ’ — - (_X
o8 \/ & o

Az anyagi pont fenti egyenlettel leirhaté mozgasa nem lengés, hanem aperiodikus mozgas.
Amennyiben M{J G > 0 x értéke sohasem negativ (41. dbra). A kitérés egy bizonyos t idépont-
ban eléri maximalis értékét, majd t — OO esetén zérushoz tart. Szokds ebben az esetben az
anyagi pont mozgasat erdsen csillapitottnak nevezni.

Ha [3= X 0~ hataresetben — a diff. egyenlet (35) altalanos megoldasa

_ .~ Pt B (38)
X = e €, - Czt)

alakban adodik, ahol C1 és C2 valds konstansok a mozgas kezdeti feltételeib8l hatarozhaték meg.
Ekkor az erés csillapitas esetéhez hasonlo jellegt aperiodikus mozgdst fog végezni az anyagi pont.

41. dbra

X\

Xo=ASh§po

ts t
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Csizmadia Béla (Szerk.)

3.2.2. Belsd csillapito erdk esetén

A rugalmas test terhelése kdzben végzett munka a valdsagban soha nem egyezik meg a teher-
mentesités soran visszanyert munkéval, az energia egy része hévé alakul. Erre mutat az alakvalto-
zasi diagram terhelési és tehermentesitési gorbéje alatti teriiletek kiilonbozdésége (42. dbra), mivel
ezen teriiletek aranyosak a fent emlitett munkakkal.

42, dbra

Terhelési gorbe

6*\

L

\7éhermmtes/fés/ gorbe

A TII. tablazat kisérleti adatokat, kozol kiilonb6z6 anyagok belsé csillapitasanak jellemzdire, a
korabbiakban értelmezett jellések felhasznalasaval.

III. tabldzat

4A

a K J\
Acélok 0,005 ... 0,01 1,005 ... 1,01 0,004 ... 0,010
Szirke 0,11 1,125 0,118
ontottvas
Fa 0,03 ... 0,07 1,03 ... 1,075 0,030 ... 0,072
Beton 0,13 1,15 0,140
Vasbeton 0,12 1,135 0,127
Téglafal 0,11 1,125 0,118
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A 1V. tablazat — épiiletszerkezetekre vonatkozd — adatai az anyagcsillapitason kiviil a szerke-
zetek csomopontjaiban, a szerkezet és a talaj kozott, stb., keletkezd veszteségeket is magukban
foglaljak.

IV. tabldzat

4 K A
Acélszerkezetek (0,08 0,09 1,09 ... 1,10 0,086 ... 0,095
Faszerkezetek - |0,15 0,17 1,18 ~.. 1,21 0,165 ... 0,190
Vasbetonszerke- 0,25 1,33 0,285
zetek
Téglafalazat 0,12 1,135 0,127

Ezen tajékoztato jellegli adatok alapjan a kovetkez6 megallapitasokat tehetjiik:

1. ATIL és IV. tablazat adatait 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy az épiiletszerkezeteknél jelentkez6
kiilsé csillapitasok jelent6s novekedést okoztak a tiszta anyagcsillapitashoz viszonyitva.

2. A IIL, IV. tablazat adatait a II, tabldzat adataival nagysagrendileg Osszehasonlitva, tisztan
anyagcsillapitasu rendszerekre, ill. épiiletszerkezetekre jo kozelitéssel igaz, hogy a csillapitas a
rendszer korfrekvencidjat nem véltoztatjameg ( o¢ = ¢ ).

o}

3.3. GERJESZTETT LENGOMOZGAS
. " s . . o . .
A gyakorlatban nagy jelentdsége van annak az esetnek, amikor az anyagi pontra az [7 visszaté-
rité erén kivill egy periodikusan valtozo, pl. ©

—

—>
F () =F . coswt + F

g gl o Sinot

alaku gerjesztderd is hat. Ez az eré szarmazhat pl. gépek kiegyenstlyozatlan forgérészének to-
megerdibdl (V. fejezet 2.8. pont). Gerjesztést jelent a timaszmozgdas, rugdvégpont mozgatasa is.
[rjuk fel ekkor az m tdmeg(i anyagi pontra az impulzustételt:

I=F +F ,
0 g
ahol
N /)
[ =m



Csizmadia Béla (Szerk.)

Igy

. l —_ ‘_;l
mr = - —r + [
g 7
T e F
0 m g’
. 1 2 .1 . . s
felhasznilvaaz — = (= jelolést. Amennyiben az anyagi pont az x tengely mentén végez

mc 0
egyenesvonali mozgast és a gerjesztéerd

—

I sin (cot
g0 n v CS\())

—_
I'g =

alaku, a diff. egyenlet a kovetkez6 lesz:
l?

9 -

. < O

SR “Losinr s & L (39
S m 0

Ezen egyenlettel leirhaté mozgast nyeriink, ha egy csavarrugoéra fiiggesztett test szabad leng6-
mozgasat ugy befolydsoljuk (gerjesztjiik), hogy a rugé felsé végét (GO korfrekvenciaval fel-le
mozgatjuk. Eppen ezért X -t a rendszer sajdt kirfrekvencidjdnak, G -t a gerjesztSeré kirfrek-
vencidjanak, vagy kénys?er%érfrekvenciénak nevezziik, valamint F_ a gerjesztderé maximalis
értéke, a gerjesztOerd kezdé fazisszoge.

0]

A kapott inhomogén, masodrendd, linedris differencialegyenlet 4ltalanos megoldasa a homo-

gén egyenlet

X, = A sin (O(Ot + cpo) (40)

altalanos megoldasanak (lasd (32), (33) osszefiiggéseket) és egy

x =B sin (Wt + Cg) (41)
p 0]

alaku partikularis megoldasnak az 9sszege:
= ] i dﬂ 42
X:Xh+XD—Asm(O<Ot+ CPO)-I-BSLH(&)t—F O)( )

ahol A és B konstansok.
A megoldasbol lathato, hogy a mozgds két lengés Osszetevése (II1. fejezet 1.2.3.2. pont): egy
X Ok('jrfrekvenciéjﬁ lengésé, amelynek amplitudéja (A) és kezd6 fazisszoge ( C)O ) a kezdeti fel-
0

tételekbdl hatdrozhaté meg, valamint egy ¢ korfrekvenciaju lengésé, amelynek amplitidéja a
(41) osszefiiggés (39) diff. egyenletbe vald helyettesitésével hatarozhaté meg:

FO
B = &

2 2
m( X - W)
0
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Ezacrugddllandd X = T A Osszefiiggésbol valo kifejezésével és
0 m

2
0.4
0

2 2
m(O\O - W)

dinamikus, vagy nagyitdsi tényezd bevezetésével atalakithato:

2
r 5 o
B — gr) . 0 - = C F ‘)Z_
2 2 2 (]
ma X - :
0 o]

Az ’VO , megmutatja, hogy a mozgas B amplitidoja hanyszor lesz nagyobb annal az elmozdu-
lisndl, amely akkor jonne létre, ha F_ er6 statikusan mikddne a rendszerre.
Lathatd, hogy @& —> OCO esetben — vagyis ha a gerjeszt6erd korfrekvencidja a rendszer sajat

korfrekvenciajahoz kozeledik — a nagyitas tényezd — és vele egyiitt a B amplitudé — minden ha-
taron tul novekszik (43. dbra).

43. dbra

Chgp

Az W= X o esetben rezonancia Iép fel, a lengés amplitiidéja elméletileg végtelen nagyra novek-
szik, és a szerkezet tonkre megy.

A valésagban azonban (mint azt mar a III. 3. 2. pontban megéllapitottuk) mindig fellépnek
csillapitast okozé hatasok. Vizsgaljuk ezért meg a gerjesztett és csillapitott lengémozgast is.
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Csizmadia Béla (Szerk.)

3. 4. GERJESZTETT ES CSILLAPITOTT LENGOMOZGAS
-
Vizsgéljuk meg azt az dltaldnos esetet, amikor az anyagi pontra a helyvektortdl fiiggé I+ ( r )
9) '
. YNy 4 " . " o - . 74 L1 . /i . " e . ” "
visszatéritd, a sebességtol fiiggd |7 (v ) csillapité és az id6tol figgd 17 ( t ) gerjesztderd
C T

hat.
[rjuk fel ekkor az m 4ltaldnos esetet, amikor az anyagi pontra az impulzustételt:

mr = -—1 - kr+F (t).
b g
Atrendezve
k = 1 — e
r 4+ — — r = — [ (t).
1 me
Felhasznalva a 3.2. pont szerinti jel6léseket
2 X = — F t
r+23r+ X 1 - (t)

adodik. Ha az x tengely mentén egyenesvonalii mozgast végzd anyagi pontra korlatozzuk vizsga-

latainkat és a gerjeszt6erd

— —— CS‘

F =iF sin (Gt + )
g £o <

alaku, a differencialegyenlet a kovetkez6 lesz:

F
.. . 9
Y+2p@iv00 x - —riLO sin (Wt + 50). (43)

Az egyenletben szereplé mennyiségek értelmezése a korabbiaknak megfelel6. Ezen inhomogén,
masodrendd, linedris differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsa a homogén egyenlet

Aerpts'm (Ott“%(po) ! ha B<O(O
- t , .
Xy :ﬁ Ae B sh (ot + (f)o) ; ha I} >0(O
- t B ! . - =
e C, +C,0 . ha 3=

megfeleld esetre vonatkoztatott dltalainos megoldasanak (lasd (36), (37), (38) Osszefiiggéseket)
és egy

X =B’ sin (Wt + 50 - &) (44)
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alaku partikularis megoldasnak az 6sszege:

N = X + X
h

Az anyagi pont mozgisa tehdt dsszeteheté egy csillapitott lengé mozgdsbél (amely lehet

.o 2 2
O =/ - (3 korfrekvencidju periodikus mozgas,vagy pedig aperiodikus mozgas) és egy
0 ‘

(0 korfrekvencidjii csillapitatlan lengésbdl, amelynek amplitudodja B'. Az elsé rész egy bizonyos
id6 mulva elhanyagolhato kitérését jelent, hiszen t — OO esetén ¢~ 3L —= (), igy tartésan
csakaz (O korfrekvenciaju kényszerlengés marad meg. Ezen lengés amplitidoja: a (44), (43)-ba
helyettesitésével meghatarozhato:

2
F o F o 0(0
B’ = g = g . s
2 22 2 2 2 2 22 2 2
o =W ) X X = 4 )
m‘\/( o ) +4[’3a/ m OV(LO Q)+(}a
= ¢[ ’
¢ goq ’
ugyanis 1
———" 6,
m
0

valamint bevezettiik az

/‘) —
Z‘ 2 22 2 2
(O‘o “w) AR W

dinamikus, vagy nagyitdsi tényezdt.

Egy adott leng6rendszer esetén a nagyitasi tényez6 a gerjesztGerd korfrekvencidjanak figgvénye,
hiszen akkor X j és (3 éllando.

Azon ger]esztokorfrekvenaa értéket, amelynél az 7/ (@) fuggvenynek maximuma van, je-
loljitk ks -gal! A csillapitds nélkiili gerjesztett leng$ mozgasnal — (X_ Vvolt, vagyisa
rezonancia akkor kovetkezett be, amikor a gerjesztéer6 korfrekvenaa]a megegyezett a rendszer
sajatkorfrekvencidjaval. Ha csillapitas is van, () ¥ eltér X o -tol. A IL tablazat 6. oszlopanak

*
97 adatai arra jellemzdek, hogy () ¥ milyen mértékben kiilonbozik X -tol.

0
Ugyancsak az

hényados valtozasit mutatja a csillapodds mértékétsl (/L) fiiggéen a
0

44. dbra. A 7. oszlopban a nagyitasi tényez6 fliggvényének maximalis értékeit talalhatjuk az illetd

csillapitashoz tartozdan. Mig a csillapitds nélkiili esetben a lengés amplitiddja végtelen nagyra

n6 rezonancia-allapotban, addig csillapité hatdsok felléptekor a nagyitasi tényezé maximuma — és

vele egyiitt a lengés amplitudojanak legnagyobb értéke — véges nagysdgii és a csillapitds er6sodésé-

vel csokken.
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Csizmadia Béla (Szerk.)

44. dbra

71 X

A 9. sor adatai mutatjak, hogy a csillapitds mértékének novekedése soran, a fb =0
0

’

elérésekor (tehat méga ) < (A < LYO "gyengén csillapitott” tartomdnyban) 7] = 1 kovet-

kezik be barmely (1 -nal; vagyis a B' amplitud6é semmiképpen nem néhet mar a gerjesztéerd
altal okozott statikus kitérés (c F_ ) folé. A 45. dbra gorbéi a nagyitasi tényez6 valtozasat mutatjdk
a gerjesztokorfrekvenciatdl fiiggden, kiillonboz6 csillapitasok esetére.

A rezonancia karos hatasu lehet a gyakorlatban. Pl. ha a visszatérit6 er6t rugé fejti ki, ennek
noévekvd alakvéltozasa a rugdt hasznalhatatlanna teszi, motorok, gépek altal keltett periodikus
razkodasok megrongalhatjak az épiiletet, stb.

Ilyen karosodasok elkeriilése kétféleképpen torténhet (lasd 45. dbra):
1. Biztositjuk, hogy (v eléggé tavol legyen (iu*-tol,
2. Nagy csillapitast hozunk létre.

Az els6 esetben szitkséges lenne (i * meghatdrozasa, ami komoly nehézségekkel jar, ezért
altaldban a kovetkezd egyszertsitett eljarast fogadhatjuk el:

1. Amennyiben a rendszer csillapitasa | = 4 Jvagy A\ El| , 385 tényezdkkel jellemez-
heté (II. tablazat 5. sora), akkor &) e OCO értékiinek vehetd (az eltérés 5%-kal kisebb) (Idsd
még 44. dbra). A lengdrendszer sajét korfrekvencidjanak (X 0) meghatdrozasa utan tehat azt
kell biztositanunk, hogy a gerjesztéerd korfrekvencidja ne essen ennek kornyezetébe (ez az Gn.
«elhangolas"). Figyeljik meg — a III. és IV. tabldzat adatai alapjan —, hogy a tisztan anyagcsilla-

pitasu rendszer, ill. az épiiletszerkezetek esetén _/A\_ << | , 385 ,tehdtaz (% o sajatkor-

frekvencia kozelében jard korfrekvencidju gerjesztés erés rezonanciaveszélyt jelent (II. tabldzat 7.
oszlopa). Ilyenkor sziikséges tehat O ., meghatdrozdsaés (v elhangoldsa”.
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45. dbra

71

30

20

10
w
oy

0 10 20

2. Ha a csillapités az 1. szerinti értéknél nagyobb ( A_>1,385),a rezonanciaveszély kicsiny
(lasd II1.3.1 tablazat ’/ ;113\ értékeit, ill. 45. dbrdt), a gerjeszterd korfrekvencidja dltalaban
tetszOleges értéket felvehet, kdrosodas nem jon létre.

17. feladat:

Vizsgaljuk meg egy () = 105/s korfrekvenciaju gerjesztést szolgaltatd gép alapozasat.

Az m = 4,5.10° kg tomegl gépet egy m, tomegli alaptombre helyezik, mely rugés aldtétek
kozbeiktatdsaval a talajon fekszik. (46. dbra) A rugds alatétek és a talaj egyiittes rugoallanddja
¢ = 1,275:10® m/N, mely az irodalom alapjan nomogramokbdl megallapithat6. Milyen nagy
legyen az alaptomb m, tdmege, hogy a gép gerjesztékorfrekvencidja haromszorosa legyen az ala-
pozas sajat korfrekvenciajanak?

46. dbra

g L




Csizmadia Béla (Szerk.)

Mivel az alaptdmb és a gép csak haladé mozgast végez, anyagi pontként vizsgalhatjuk (lasd
IV. fejezet 2.2. pont). A csillapitast a sajat korfrekvencia megdllapitasanal az el6z6ekben leirtak
értelmében elhanyagoljuk.

Igy tehat az alapozés sajat korfrekvencidja, az alapot egytdmegt leng6rendszernek tekintve
(34):

1
X X = —_ )
(0] mc
ahol
m = m, = m
1 2 7
azaz
2 1
X =
m.c + mg,c
2
Innen
1
m, = - - m
2 2 1
c

A & = % feladatban megadott feltételiinket is figyelembe véve:

3 4
m, = l -4,5.10° = 6.10 [kg].

-8 105 2
1,275,107 ( =)

Tehat az alaptomb tomegének 6.10* kg kell lennie.

18. feladat (47. dbra):

Négyiitemii Otto-motor biitykos tengelyének fordulatszama n = 2000/min. A szelepemeld, sze-

leprugé és a szelep egyiittes stilya G = 1,96 N. Mekkora legyen a szeleprugd c rugdallandoéja,

hogy a szelepemeld sehol ne valjon el a biityoktdl. (A szamitas egyszer(sitése végett a biitykot egy

e =2 mm = 2.10”° m excentricitast kortarcsanak vesszik, és a rugd el6feszitésétdl eltekintiink).
A szelepemel6t, szeleprugot és szelepet egyetlen

C \
m:g:l’_)g_i = 0,2 kg
g m
9,81 5
S

tomeggel helyettesitjiikk, mivel egyiittes haladé mozgast végeznek.
Az egyszerusitett modell a 47.b. dbrdn lathatd.

A szelepemel elmozdulas-fiiggvényét a geometriabol lathatoan, a KF = W t osszefliggés
felhaszndlasaval (III. fejezet, 1.2.2. pont) az

y = e (l-cost) (45)
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Osszefiiggés irja le (47.b. dbra). Az xy koordinatarendszert az 4ll6 kornyezet azon pontjahoz kot-
jiik, melyben a szelepemel a forgastengelyhez valo legkozelebbi helyzetében van.

— o ——

A szelepemeldre hatd erék F, G és K ,ahol F rugéers, G asutlyer6és K a
kényszererd. .

Amig a szelepemel6 nem vilik le a buityoktél | K| > (. Keressiik a lehetséges elvalas
helyét és a feltételeit. [rjuk fel a szelepemelére az impulzustételt

——

[=F+G+K

?

——

ma = F +G + K.
Mivel a szelepemel6 csak y irdnyban mozdulhat el:
-
a=7jy.
Az impulzustételt j- al skaldrisan végigszorozva (47.b. dbra)

m'};:-F-GJrN.

1 .
A rugéerét a rugoallandodval kifejezhetjilk: F = A Igy

- 1
my=- —y-G+N.
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)

FL\I\I\I\AAI\F

47. dbra

<

+ ~szelep

b

>
;ﬁ szeleprugo

szelepemeld

>
e e

y=(R-ecos coy-(R-e)
y=e(71-cos ct)
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Innen

. 1
;\: = - . 7
m y + = + G
A (45) 0sszefiiggés felhasznaladsaval:
. s 1
N=me @ cos@t 4 c ¢ (1 -cos@r) + mg. (46)

Vizsgaljuk meg, hogy — ha elvalas még nem kovetkezik be — a biityok mely helyzetében minima-
lis a kényszererd! Ebben a helyzetben

oN
A(wt)

B 2 1
=0=-me w sinwt + E ¢ sin Wt

1 2.
C(E - m @) sinWt = 0 .

Tehdta sinct = () Osszefliggés dltal meghatdrozott f = (Wt helyeken lesz az N kény-
szereré Osszetevének és vele egylitta K kényszererdnek is szélséértéke. Ebbol

o~

= wt =0 = kJT,

AK kényszererének k = U, 2, 4 ... 2n-2 esetén maximuma van,
k=1,3,5..2n-1 esetén pedig minimuma.
Tehat a kényszerer6 minimumanak megéllapitasahoz a (46) egyenletet az

-+7 Tl
Wt = = KA, k =1, 3, 2n -1
helyen kell vizsgalni.
Hatdrozzuk meg azt a c értéket, amelynél N = 0 lesz! Tehat
1 2 = 1 =
N . =mew cosJl + = ¢ (1-cosi) + mg = 0.
min c ‘

Ezt c-vel végigszorozva és cos jU = -1 értéket helyettesitve:

¥,
-cmew + 2., e+cmg=20,

O

1
Az W [ } szOgsebesség, ill. gerjeszté korfrekvencia és az adott n [1/min] fordulatszam kozti
Osszefiiggés felhasznaldsaval:

2JTn 2T, 2000
(J,) pree — : = 9
60 60 210 [1/s].




Csizmadia Béla (Szerk.)

Igy
5 o 2.2.1075 -4 [m
c = = 5 e -l -\:3 . 2 = 3-10 [ﬂ .
me W -g) 2.10 (2,107,210 - 9,81)

Ha tehat azt akarjuk, hogy az elvalas ne kovetkezzen be, ennél nagyobbra kell valasztani a ¢
rugéallandodt. A c tdlzott novelése sem célszert, mert akkor nagy lesz a surlodasi veszteség.

Vizsgaljuk meg, hogy ilyen rugéallandé mellett, nem all-e font a rezonancia veszélye! Mivel
a leng6rendszer csillapitasa kicsi (belsé csillapitas és a vezetékben fellépd csillapito hatds) igy a
sajatfrekvencia szamitdsanal ezt elhanyagolhatjuk.

Rezonancia tehat akkor 1ép fel, ha a rendszer sajat korfrekvencidja megegyezik a gerjesztd
korfrekvenciaval, azaz:

d%mo =i

Mivel

rezonancia nem lép fel az tizemi fordulatszimon.
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IV. ANYAGI PONTRENDSZER MOZGASA

Barmely anyagi testet harom — egymasra paronként merdleges helyzett — siksorral részecskékre
bonthatunk. Ha ezek méretei a test méreteihez képest elhanyagolhatdan kicsinyek, anyagi pont-
nak tekinthetdk, 6sszességiik pedig anyagi pontrendszert alkot. Vizsgalhat6 azonban egymastol
kiilonalld testek rendszere is, mint anyagi pontrendszer, pl. akkor, ha az egyes testek anyagi pont-
nak vehetdk. (lasd II1. fejezet és IV. fejezet 2.2. pont).

1. Anyagi pontrendszer kinematikaja

Anyagi pontrendszer mozgasviszonyait az egyes pontok mozgasviszonyainak meghatarozasaval
tehetjiik ismertté. Az egyes pontok mozgasviszonyainak leirdsat pedig a III. fejezetben leirtak
szerint végezhetjiik el.

2. Anyagi pontrendszer kinetikaja
2.1. BELSO ES KULSO EROK

A pontrendszert alkotd anyagi pontok mechanikai kélcsonhatasban allnak egymassal, valamint
mas — a rendszeren kiviili — anyagi testekkel. Az anyagi testek mechanikai kélcsonhatésa ered-
ményeképpen pedig mindig erdk 1épnek fel (III. fejezet 2.1. pont).

Vizsgéljuk most meg az n anyagi pontbdl 4ll6 rendszer tetsz6legesen vélasztott, m, tomegt
i-edik elemére hato eréket (48. dbra).

48. dbra

X

— —

.., B. ,..., B

A rendszer tobbi elemének hatasaként jelentkeznek a ]:‘F K f:- e
1K in

i i2’
jelt belsd erdk, ahol az elsé index azon anyagi pont sorszama, amelyre az erék hatnak, a masodik
index azon anyagi pont sorszdma, amely a hatast kifejti. Az i-edik anyagi pontra hato belsé erék
szama n-1, hiszen i = k nem johet szamitasBA

Jelentkeznek még a rendszeren kiviili testek dltal az i-edik anyagi pontra kifejtett kiilsd erdk,
melyek ereddjét jeloli: | .
1
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Vizsgaljuk meg a pontrendszer i-edik és k-adik anyagi pontja kozott fellépd ﬁ' és 3 _ belsé

er6ket (49. dbra)! ik ki

49. dbra

z |

X &

Ezen er6k Newton III. torvénye értelmében egyenlé nagysagnak, ellentétes iranyitottsaguiak és
egy egyenesre esnek, vagyis

b B A R, B 2 -, =T
R W T e Y S R T ’
ivel el HT,"

mive (1i - Ik) )ik .

2.2. SULYPONTTETEL

Irjuk fel a rendszer m. témegt, i-edik anyagi pontjéra az impulzustételt (48. dbra)!

-'h- — - ——
[ = F. + E , B,
1 i - v
28
Mivel = g g ool
. =(m.v)=mv., =m, r, ,
i i ii i i

kapjuk az

S —> —
= Ir B
mi ri i + Z_ ik
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alakt mozgasegyenletet, amely leirja az anyagi pont mozgasat. Ezen vektoregyenletet valamennyi
pontra felirva, az er6k idéfiiggésének ismeretében a pontok mozgasat ismertnek tekinthetjiik.

A valdésagban azonban a belsd erdket ritkdn ismerjiik. Célszer(i lenne olyan egyenleteket keres-
ni, amelyekbdl az anyagi pontrendszer mozgasara nézve bizonyos kovetkeztetéseket le tudnank
vonni a belsé erdék ismerete nélkiil is.

[rjuk fel valamennyi pontra az impulzustételt, majd adjuk dssze az egyenleteket!

{
'
f

(o}

1 1 — ik
. k
T-F 4T T
n H+Z lnk
k
> L=.F +9. ). B.
, I - 1 —— ik
i i ik

A Y }; kifejezés az 6sszes bels6 erék 6sszege. Mint a IV.2.1. pontban lattuk, ezek

1 < ik
parosaval kiejtik egymast:

tehat Z Z ];\ = J-
i k

Bevezetve még a rendszer mozgdsmennyiségvektordnak fogalmat:

amelybdl mindkét oldal id6 szerinti differencialasaval
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Sy
I

T
1

- M

adddik, valamint az
F =

- M
=y

jelolést, kapjuk az anyagi pontrendszer impulzustételének differencialis alakjat:

T=-F. M

Vagyis az anyagi pontrendszer mozgasmennyiségének id6 szerinti els6 differencidlhanyadosa
egyenl6 a rendszerre hatd dsszes kiilsé eré ereddjével. Az integrélis alak a III. 2. 3. 1. pontban

leirtakhoz hasonléan értelmezhetd.
Vizsgaljuk meg a rendszer I mozgasmennyiségét! Az értelmezés, valamint ismert dsszefiig-

gések alapjan:

- - ' — <7 > - e
T= 201 = 2, mv. = S mr., = (> mr) (2
i 1 ) 1 1 i 11 ) 11
1

A Statikabdl ismeretes, hogy az anyagi pontrendszer sulypontjanak helyvektora
N
11
i

2. G,

) 1

i
Amennyiben a rendszer elemeire nézve a nehézségi gyorsulas allandénak tekinthetd, a salypont
egybeesik a tomegkozépponttal, hiszen

— — e
S7 gm.T o Z m. T 7 m.r.
L ii ii

i

—
T = S —— — — _ _
L’

2. /s >
T m. m.
& i & 4, 1 1
i

1

Ebbél -~ —
mpr =r7T m, = mr_,
2 i s } , 5 3)

i i

1
m = E m,
1

1

a rendszer teljes tomege.
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A (3) Osszefiiggést (2)-be helyettesitve kapjuk az elsd sulyponttételt:

— — — . ——
I= % mv, = (mr ) = mv_ ,
ii S S
1
— —-
mv, = mv_, 4)
ii S

i
Tehat az anyagi pontok mozgdsmennyiségvektorainak dsszege ( Z 1 i_\?i) akkora, mint a suly-
pontba koncentrdlva gondolt és a siilypont sebességével halado teljels tomeg mozgdsmennyiségvek-
tora (m?:).

Ezen eredményiinket beirva a pontrendszer impulzustételébe, nyerjiik a masodik sulyponttételt:

;> — —_— P —
[ = (mv)=ma = mr =1,
S S S
e
mr = [F . (5)
S

Az anyagi pontrendszer siilypontja 1igy mozog, mintha az dsszes kiilsé er6 a rendszer stilypont-
ba koncentrdlva gondolt tomegére hatna. Ez azt jelenti, hogy egy térbeli kiterjedéssel rendelkezd
test silypontjanak a mozgdsdt az anyagi pont mozgdsdndl leirtak szerint meg lehet hatarozni. Ha
a test valamennyi pontjanak sebességfiiggvénye azonos a sulypontéval, gy a test mozgdsdt is
helyesen leirhatjuk, ha — a test méreteitél fiiggetlentil — azt anyagi pontnak tekintjiik (lasd pl. 17.
feladat).

2.3. PERDULETTETEL

[rjuk fel a rendszer elemeire nézve az allé 0 pontra vonatkoztatott perdiilettételt, majd — a belsé
erdket kikiiszobolend6 — adjuk Gssze az egyenleteket (48. dbra)!

—

j_[ _ —» ‘:—P‘ _..74
o1= IXF - IpxXBe
/-\'_? — —
JU = : T xB k
02 X, + Zk: rﬂxl 21\ ,
T - 7xF —=_or
e I e ? %5
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— —> ? - —+
= E xB
JU On rnx n + - rn\'nk ,

= - —> — =
2oy = DT ST TxBy
i i ik

— —
A E E rix Bik kifejezés az Gsszes bels6 erdk 0 pontra szamitott nyomatékanak dsszege.
i k

Mint a IV. 2. 1. pontban lattuk, ezek parosaval kiejtik egymast:

- —— — —
xB r xB . =0
ri )“\_ =T W )
tehat
S5 1, -7
i K
Bevezetve még a rendszer 0 pontra szamitott perdiiletvektoranak fogalmat:
- —
T =27
O . ot ,

1

amelybdl mindkét oldal id6 szerinti differencialasaval

- .

T = .7

O : Oi
adddik, valamint az

M = § "M = TxF
O 01 i i
i i

jelolést, kapjuk az anyagi pontrendszer perdiilettételét:

.

= =
Jo=M . (6)
O O

Az anyagi pontrendszer 0 pontra szdmitott perdiiletének id6 szerinti elsé differencidlhdnyadosa
egyenld a rendszerre hato Osszes kiilsé erd 0 pontra szamitott nyomatékdval.
A perdiilettétel nemcsak pontra, hanem egy tetszéleges t tengelyre is felirhaté

o=, (7)
t t
Az ebben az esetben skalaris egyenlet formajat olté tétel az el6z6hoz hasonloan fogalmazhato

meg (I1I. fejezet 2.3.2. pont).
Az integralis alakot szintén a III. fejezet 2.3.2. pontban leirtak szerint értelmezhetdk.
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2.4. MUNKATETEL

Irjuk fel a pontrendszer m, tomegl i-edik elemére a munkatétel differencialis alakjat! (1asd II1.
fejezet 2.3.3.)

ahol

az i-edik anyagi pont mozgasi energiaja és

1 11 i

P =v.F.+v. > B
- ik
K

a pontra hatd kiilsé és belsd erdk teljesitménye (48. dbra).
A rendszer minden elemére felirva a munkatételt és ezeket Osszegezve, a

S E P = 2 P
i i
egyenletet kapjuk.

Bevezetjiik a rendszer mozgasi energidjanak fogalmat:
E = g E
i
i
amelynek id6 szerinti differencialasaval
i
i

adodik, valamint a

D) = = )
N T
i

jelolést, ahol P, és P,_jelenti a pontrendszerre hat6 0sszes belsd, ill. kiilsé erdk teljesitményét,
kapjuk a rendszerre vonatkozé munkatétel differencialis alakjat:

E=P +P .
b K
Az anyagi pontrendszer mozgdsi energidjanak id6 szerinti elsé differencidlhdnyadosa egyenlé a
rendszerre hato Osszes kiilsé és belsd erdk teljesitményének dsszegével.
Amennyiben a tétel integralis formdjat irjuk fel az i-edik anyagi pontra, valamely t , t, id6in-
tervallumot vizsgalva, kapjuk, (lasd I11. 2.2.3.)
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. o ()
E - B = W, ,
2 1 12
ahol E ¥, E, az anyagi pont mozgasi energiajat jeloli a kezdeti (t)), ill. a végso (t,) id6pontban,
W 9 pedig az anyagi pontra hat6 6sszes, kiils6 és bels6 er6k munkaja a vizsgalt idéintervallum-
ban. Ha a rendszer minden elemére felirjuk a munkatételt és ezeket sszegezziik, az

; coow o —w By
B, -E =W, =W, +W,

(k)

egyenletet, a pontrendszer munkatételét nyer;jiik.

E szerint, az anyagi pontrendszer mozgdsi energidjanak megvdltozdsa — a mozgds valamely
szakaszdn — egyenld a rendszerre hato dsszes kiilsé és belsé erdk ezen szakaszon kifejtett munkdjd-
nak (W, ®, és W ) dsszegével.

2.5. A NEWTON-FELE TORVENYEK KITERJESZTESE

Newton torvényei anyagi pontra vonatkoznak. (Az altala hasznalt test” fogalman ,anyagi pon-
tot" kell érteni). A mechanikdban azonban olyan altalanos elveket akarunk felépiteni, amelyek
alkalmazhatdk barmilyen anyagi pontrendszer tetszéleges mozgasara. Ezen elveket fejezik ki az
impulzus-, a perdiilet- és a munkatétel.

Az anyagi pontra vonatkoztatott impulzus- és perdiilettétel egyenértékiinek tekinthetd a
Newton-féle mozgastorvénnyel (a II. torvénnyel). Newton I. torvénye arra a specialis esetre vo-
natkozik, amikor az anyagi pontra egyensulyi erérendszer hat. Az anyagi pontrendszer mozgds-
egyenletét a Newton-torvények helyett megfogalmazott impulzustétel (vagy a vele ekvivalens elsd
és masodik sulyponttétel) és a perdiilettétel adjik. (2.2. és 2.3. pont)

Vizsgaljuk itt is meg azt a specidlis esetet, amikor a pontrendszerre hato kiilsé er6k egyensulyi
erérendszert alkotnak!

Ekkor az erék ereddje, valamint barmely pontra szamitott nyomatéka zérus:

F -0, Moo= 0

o
Tehét az - - - e
[ = F, ill. T =M

tételek a kovetkez6 alakot oltik:

—— ——

I = 0 i, Jt =0

> — —
amelybdl integralassal [ = mv g dllandd, ill. ¢ = éllandd kovetkezik.
s 0
Vagyis egyenstlyi er6rendszer hatasa alatt
— az anyagi pontrendszer mozgasmennyisége az idében allando.
— az anyagi pontrendszer perdiilete az all6 0 pontra vonatkoztatva az idében allandé.
Az el6bbi a mozgasmennyiség-megmaradas, az utobbi a perdilletmegmaradas tétele.
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Az els6 tételbol kovetkezik az is, hogy az egyensulyi erérendszer hatasa alatt all6 anyagi pont-
rendszer sulypontjanak sebességvektora, = 4ll., vagyis ezen stlypont egyenesvonald, egyen-
letes mozgést végez. S

A masodik tételbdl ilyen egyszer(i, szemléletes kovetkeztetést levonni nem lehet.

2.6. A STATIKA ALAPTORVENYE
A statika a tartos nyugalomban 1év6 anyagi testekkel foglalkozik, vagyis azokkal, amelyek pont-
jainak sebessége a véges (t , t,) id6szakasz minden idépontjdban zérus.
Mivel — mint lattuk — az anyagi testek anyagi pontrendszerként is felfoghatok, a statika alap-
torvényei levezetheték a pontrendszer mozgasegyenleteibdl; az impulzus- és a perdilettételbdl:
—— —— —= —

[ =F; T = M
0 O

Ha a rendszer elemei nyugalomban vannak, fennall az

I1=0 ;:ill. T =0
O

Osszefliggés, és ha ezen nyugalom tartds, akkor

.
—-— — —a—

[ =0; ill. T =0
O

is igaz. Ezek szerint a tartos nyugalomban 1év§ anyagi pontrendszerre felirt impulzus- és per-
diilettétel az

—_—— e ——

alakot olti.

Az anyagi pontrendszer tehdt akkor lehet tartés nyugalmi dllapotban, ha a rd haté kiilsé erd-
rendszer ereddje, valamint egy tetszéleges pontra szamitott nyomatéka zérus. (A nyugalom sziik-
séges, de — mint a IV. 2. 5. pontban lattuk — nem elégséges feltétele). Ez a statika alaptorvénye.

2.7. PELDAK AZ ANYAGI PONTRENDSZERRE FELIRT TETELEK ALKALMAZASARA

a) Milyen mozgast végezhet az a test, amelyre kiils6 er6ként egyediil a stlyerd hat?

Az anyagi pont ilyen koriilmények kozott — altalanosan — ferde hajitast végez, parabola alakd
palyan halad. Most az anyagi test mozgasat vizsgaljuk oly mdédon, hogy azt — a IV. fejezet beve-
zetésében emlitett médon — anyagi pontrendszernek fogjuk fel.

Ekkor a masodik stlyponttétel értelmében elmondhatjuk, hogy a test sulypontja parabola pa-
lyan fog mozogni. Parabolat ir le tehat az elrugaszkodas utan az ugré ember, vagy dllat salypont-
ja; az eldobott, vagy elrugott labda, az elhajitott gerely sulypontja. Az ugré ember sulypontjanak
palydjat az elugras utan bels6 er6kkel megvaltoztatni nem tudja, csak az egyes testrészek egymas-
hoz viszonyitott helyzetét modosithatja.

Foldi koralmények kozott azonban az elhajitott targyra légellenallasbol szarmazo er6 is hat,
amely figg a test feliiletének nagysagatol, alakjatdl és a feliileti pontok sebességétol.
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Emiatt a testek sulypontjanak pdlydja eltér a parabolatdl. A légellenallasbol szarmazé erének
a feliileti pontok sebességét6l valod fliggésére mutat pl. az egyszertien elrtigott labda és az un.
.csavart" labda (vagyis a sajat tengelye koriil gyorsan porgé labda) palyai kozott észlelhetd eltérés.

b) Milyen mozgast végezhet a stlytalansag allapotaban 1évé ember, ha kezdetben nyugalom-
ban volt?
Amennyiben kiils6 er6k nem hatnak egy testre (pontrendszerre), az impulzustétel ill. a perdiilet-
tétel integralis alakjabdl

T-T =0; ill. T©-7w)=0
0 To(t) o(to) !
adédik, amelybdl
I =mv =0; ill. J (t) =0
) O

kovetkezik, hiszen jelen esetben feltételeztiik a kezdeti t, iddpontbeli nyugalmi dllapotot, azaz

. e —— -

I =0 ¢és T = 0 felté
©s o (t o) T U feltételek teljesiilését.
A fentieket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az ember sulypontja helyben kell, hogy marad-

jon ( \—: = m , ill. a test pontjainak mozgasmennyiségei zérus perdiiletet kell, hogy adjanak

- L -y
—~ o

barmely térbeli pontra és tengelyre is . O, Jr . () . Ha tehat a sulytalansag alla-
potaban az ember pl. karjat kinyujtja egy iranyban, bels6 er6t fejt ki, testének mas részei ellenté-
tesen fognak elmozdulni és igy biztositjdk a sulypont valtozatlan helyét.

Ha karjaval korozni kezd egy kupfeliiletet leirva — és igy a kar pontjainak mozgasmennyiségei
nyomatékot (percitiletet) adnak a kup tengelyére —, testének mas részei olyan mozgasba kény-
telenek jonni, hogy ezen pontoknak a kup tengelyére vett perdiilete ugyanakkora, de ellentétes
értelmu legyen, mint a kar pontjaié.

3. Anyagi pontrendszer lengémozgasa
Ezzel a kérdéssel az alkalmazasoknal a VII.3—4. fejezetben foglalkozunk. Ugyanis a rugalmas

testeket — ezen fejezet bevezetésében emlitett mdédon — anyagi pontrendszerré bontjuk, és ezek
kolcsonhatasat a test rugalmas tulajdonsaga alapjan hatarozzuk meg.
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V. MEREV TEST MOZGASA

Merevnek nevezziik a testet akkor, ha mozgas kozben pontjainak egymastdl mért tavolsaga nem

valtozik, vagyis ha ]? Apl = all (50. dbra).
DI

1. A merev test kinematikdja

A merev test kinematikajanak feladata a merev test mozgasanak leirasa.

A merev test mozgasa akkor tekinthetd kinematikailag tisztazottnak, ha ismerjiik minden egyes
pontjanak _fi (t) mozgastorvényét, vagyis barmely idépillanatban, bdrmelyik pontjanak vala-
mennyi kinematikai jellemzdjét. A kovetkezd pontban részletezziik, hogy ennek egyértelmu
meghatarozasahoz hany, és milyen adat sziikséges. Ez el6tt azonban ismerkedjiink meg két foga-
lommal, a mozgastorvény és a mozgasallapot fogalmaval.

50. dbra
Zj
s B
A L2
_ /
A e
e
QZ

<!

/

X

Az anyagi pontndl értelmezettekhez hasonloan a merev test egy pontjdnak mozgdstorvényén
ezen pont helyvektordnak [p 1, ﬁr‘:x (t) J idébeli valtozdsdt értjiik. A merev test mozgds-
dallapotdn pedig a merev test valamennyi pontjdnak egy adott, rogzitett idépillanatbeli helyzetét, ill.
sebességvektorainak vagy gyorsuldsvektorainak osszességét értjiik.

A merev test egy pontjanak (pl. silypontnak) mozgastérvénye ugyanugy vizsgalhato, mint
ahogyan azt az anyagi pontnal meghataroztuk, ezért ebben a fejezetben ezt nem részletezziik. A
merev test mozgasallapotanak vizsgalatdhoz a merev test adott id6pontbeli helyzetében megha-
tarozzuk a merev test minden pontjanak sebességvektorat (sebességéllapot) és gyorsulasvektorat
(gyorsulasallapot).
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1.1. A MEREV TEST MOZGASALLAPOTANAK VIZSGALATA
1.1.1. A merev test helyzetének megaddsa, szabadsdgfok
A merev test térbeli helyzetét harom, nem egy egyenesen fekvé pontjanak (A, A,, A,) helyvekto-

ra egyértelmien meghatarozza (51. dbra). Ez hat egymastdl fiiggetlen adatot jelent (lasd Statika
c. targy). A merev test mozgasanak szabadsagfoka tehat térben hat.

51. dbra

1.1.2. A merev test elmozduldsai

A merev test egyik helyzetébdl egy masik helyzetbe tobbféle mozgassal jutunk el. A test elmoz-
duldsat a kezdeti és a végsé helyzetével adjuk meg. A merev test barmilyen elmozduldsa egy
transzlaciora (eltolodas) és egy rotaciora (elfordulds) bonthato.

1. Transzlacionak nevezziik az elmozdulast, ha a test a kezdeti helyzetbdl a végsé helyzetbe
ugy keriil, hogy minden pontjanak elmozduldsa egyenld nagy és azonos irdanyu
(r, =r, =4al)

A B

2. Rotaciénak nevezziik az elmozdulast, ha mozgas kozben a testnek legalabb két pontja nyu-
galomban marad; a két pontot 6sszekot vonalat a rotacio tengelyének nevezziik. A mozgés a két
pontot 6sszekotd tengely koriili forgds.

1.1.3. A merev test sebességdllapota
A merev test sebességdllapota ismertnek vehetd, ha meghatdroztuk egy adott idépillanatban vala-
mennyi pontjdnak sebességvektordt. Nézziik meg milyen adatok ismerete sziikséges, hogy vala-

mennyi pont sebességvektora meghatdrozhat6 legyen. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a merev test
A pontjinak sebességét (v A) és a III. fejezet 1.2.2. pontja szerint értelmezett szogsebességét

( 5 A )ezen A pont, mint kézéppont koriil. Igy a mozgést itt is felbontottuk, egy \7;\& -val jelle-

—_
mezett transzldcidra és egy (o i jellemzett A koriili rotacidra.
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Az 1.1.2. szerint barmilyen mozgas igy felbonthaté (52. dbra).
A B pont elemi elmozduldsa dt id6 alatt a transzlaciobol:

- d
drpy, A
és rotaciobdl
drp, = (@) x T,p) d

II1. fejezet (13) Osszefiiggés alapjan adodik.

52. dbra

9
Igy az egész elmozdulis:
IB rA+(a)A\rAB) t

Ebbél 1—> e

T TA L

dt  dr | “atap
Vagyis

BT VA T @A X Tap

Az A pont koriili rotacié Q)A szogsebességvektoraval jellemezheté minden pont koriili elfor-

dulds is. Ez abbol kévetkezik, hogy a test tetszéleges P pontjanak sebességére ugyanazt az értéket
kell kapni, akarmelyik vonatkoztatasi pontbol indulunk is ki (53. dbra).
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[rjuk fel a P pont sebességét A, majd B pontot véve vonatkoztatési pontnak

— — — — — - —
vP = VA + cqu QA = VB+COBX?B ,
de — — —
A Tap T S§p

tehat

—_— 03)‘ —
AT TATTAB
és igy marad, hogy .
&) A —— _ — — .
A*Sp T Yp* &

Ez pedig é‘}; tetszéleges értékénél csak akkor lehet igaz, ha

%:&)B. (1)

Igy a merev test tetszdleges B pontjdnak sebességét a kovetkez8képpen hatdrozhatjuk meg:

— — — —
Vo= v, +WOXT (la)
B A AB
—
Ittaz () azegész merev testre jellemz0 rotacio (forgds) szogsebessége egy meghatarozott id6-
pillanatban, ezért ezt a pillanatnyi forgas szogsebességének nevezziik. N
Tehdt a merev test sebességallapotanak ismeretéhez egy pontja pillanatnyi v, sebességének

és a merev testre jellemz6 pillanatnyi ¢} szogsebességnek ismerete elegendé.
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1.1.4. Merev test gyorsuldsdllapota

A merev test gyorsuldsdllapota ismertnek vehet6, ha meghatdroztuk egy adott pillanatban vala-
mennyi pontjanak gyorsuldsat.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a merev test A pontjanak mozgasjellemz6it (54. dbra), és keressiik
B pontjanak gyorsulasat.

A merev test A és B pontjanak sebességei kozti kapcsolat (la) Osszefiiggését az id6 szerint
derivalva:

e e S S > —
= = b +GQXr ,
VB dB VA +G)xrAB AR
aB = aA + & XrAB + O XVAB .
54. dbra

Figyelembe véve, hogy B pont A-hoz viszonyitott -V:X B sebessége a rotaciobol addodik:

a4 ExT.
+ &X &

—
a =

— — =
X ) (2)
B aA i +WX(@WXr, )

AB

——

— d

Itt £ = _dTQ) III. fejezet 1.2.2. pontjaban értelmezett szoggyorsulasvektor azzal a kiilonbség-
, I3 . , —> - /

gel, hogy éltaldnos mozgds esetén (5 nem kell, hogy &£ -val parhuzamos legyen.

Mint ltjuk az A vonatkoztatdsi ponthoz kététt 2, , ¢J és & meghatdrozzak a tetszole-

ges B pont gyorsulasat, s igy — mivel B tetszéleges — a merev test gyorsulasallapotat. Az el6z6k-

ben lattuk, hogy o fiiggetlen a vonatkoztatd pont valasztasatol. Ugyanez all az & sz0g-

gyorsuldsvektorra is.
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Mig a merey test sebességallapotdt vektorkettds 5;& ;¢ > addig gyorsulasdllapotdt vektorhdr-
a,

mas (a A 5 & hatdrozza meg.

1.2. A MEREV TEST PILLANATNYI MOZGASAI ES A VEGES MOZGAS

A merev test véges idon keresztiil tarté mozgasait véges mozgasnak nevezziik, amely nem mas,
mint igen révid dt idén keresztiil tartd un. elemi mozgasok sorozata. Az 1.2.1. pontban részle-
tezettek szerint négyféle elemi mozgast kiilonboztethetiink meg, melyek sorrendjétdl és idejétél
fuggben a véges mozgasok szaima nem korlatozott. A legfontosabb véges mozgasokat az 1.2.3.
pontban targyaljuk.

1.2.1. A pillanatnyi (elemi) mozgds

A merev test véges ideig tartdo mozgasanak vizsgalatdhoz a mozgast dt id6n keresztiil tart6 sza-
kaszokra bonjuk szét. Egy-egy ilyen dt idén keresztiil tarté mozgasszakaszt elemi mozgasnak
nevezink, (55. dbra).

Hogy a merev test elemi mozgasait konnyebben megértsiik, hasznaljuk fel a statikaban tanult,
erdrendszerek redukaldsara vonatkozd, matematikai ismereteinket. A merev test kinematikai és
erdtani (dinamikai) viselkedésének egyértelmi meghatarozasat a matematikai 6sszehasonlitha-
tosag érdekében egymas mellett 6sszefoglaljuk az aldbbiakban (56. dbra).

55. dbra
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56. dbra

A merev test altalanos mozgasallapotat (sebes-
ségallapotat) az 1.1.3. pont szerint egy pontja
nak sebességvektora _v; és a merev test ()

szOgsebességvektora egyértelmien meghata-
rozza. A sebességallapot egy B pont VR sebes-

—
ségvektoraval és (1) L szogsebességvektoraval

is meghatarozhato. Ezen jellemz6k kozotti
Osszefiiggés (1) és (la) szerint:

O - W= w
B A ’
—  — n ——
¥ T Yy T@iELpp

Léthato tehat a teljes matematikai analogia, ha az 5 -t az

feleltetjiik meg:

A merev testre hat6 altalanos erérendszer he-

lyettesithetd a statikdban tanultak szerint egy

pontban mikodd i; erével és N7 erGpar-
A A

ral (redukcid). Ugyanakkor helyettesitheté
egy masik B pontba redukalt T+ és ﬂ' vek-

B 7R
torkettdssel is. Ezen jellemzok kozotti dssze-
fuggés:

— — —
F =F, =F,
B
Mo M 4T x T
h B I A -+ I'BA X ,
— — —» —
M. =M, - F:
B A * TpA
—> — —
M. =M IS, .
B~ VA T Y X Tap
T -nak, ¥ -tpedigaz Jf -nak

Ennek alapjan v gy értelmezhetd, mint > -nak valamely pontra szamitott nyomatéka.

Az ;3. és Y ismeretében 3 és 7 egy-
A A

mashoz viszonyitott értéke alapjan meghata-
rozhaték a merev test azon pontjai, melyek
mozgasjellemzéivel a legegyszertibben defini-
alhatjuk a merev test mozgasallapotat.

AzT
A

—

. — >
és M, ismeretében az I¥

% Aés MAegy—

mashoz viszonyitott értékei alapjan meghata-
rozhaté az er8rendszer ereddje, azaz a legegy-
szertibb egyenértékd erérendszer.
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A kovetkez6 esetek fordulhatnak eld:

a) pillanatnyi nyugalom

=T
VA—“ N
i =T
A

vagyis a merev test nyugalomban

van.
b) elemi haladds
VA # 0,
o =0
A v
VB = VA+cuA‘<rAB = VA i

azaz a merev test minden pontjanak pillanat-
nyi sebessége azonos.

c) elemi forgds

——

o(), A:
cuA#

?

0
0
Az (b:‘;x hatdsvonalan levé B pont (57. dbra)

—
bessége:
Vp Sebessége
B A
T =0+0=0,

mivel

a) egyensulyi er6rendszer

W -7,
F -7
A

vagyis a merev testet terhelé erdrendszer
egyensulyban van.

b) erérendszer ereddje: erépar

@#E
T -7
A 0,

Az erépar 6nmagaval parhuzamosan barhova
eltolhato.

c) erérendszer ereddje: egyetlen erd

_I:_IA:U
FA 0,

A hatasvonal pontjaira szamitott nyomaték
zérus.
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57. dbra

__\p[//. forg. teng

G4

)N
Lﬁ’
SR

Tehat a merev test, @ hatasvonaladn 1évé

barmely pontjanak sebessége zérus. Ezen pon-
tok Osszességét pillanatnyi forgastengelynek
nevezziik.

——

B vy 70,
A% - - -
A £ 0, de VA_L Q)A .

A merev testnek van egy ¢ -val pArhuzamos
egyenese, mely pontjainak pillanatnyi sebes-
sége zérus. Ez lesz a pillanatnyi forgastengely,
de ez nem megy 4t az A ponton (58.a. dbra).

- hatasvonal
F

b,

Az er$ a hatdsvonalan eltolhato.

Az erbrendszer ereddje egy erd, de annak ha-
tasvonala nem megy at az A ponton. (58.b.
dbra).

58. dbra

p{forg teng S

q,

N
3
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d) elemi csavarmozgds d) erérendszer ereddje: erécsavar
) @ 40, FA 40,
L M, 70,
de ¥, 113, . de M T,
Az LE;X hatasvonalan 1év6 pontok sebessége Az erérendszer ereddje: erdesavar. (59.b. dbra).
Vo=V 4 @ X =Y,

B A A TAC A
. T o .
mivel TA B I A

Tehat az J)Zhatésvonalén levé pontok sebes-

-
s€ge aZzonos, es u)Alranyu.

59. dbra

~pullanatnyi 3
Gy csavartengely a
% Va
A
q, b.
Ez a vonal a pillanatnyi csavartengely (59.a.
dbra).
RV #0 Y. ~
A ’
N R R M A #* 0,
W #0, és @ — . s
A ’ A S
F A #0, és M A
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- —
altaldnos helyzetti V;x -hoz viszonyitva (60.  altalanos helyzetl F A -hoz viszonyitva.

dbra). .

A merev testnek van egy @ A -ral parhuza- Az erérendszer ereddje egy erécsavar. Az erd-
csavar hatdsvonalanak egy pontja az A kezd6-

mos egyenese, mely pontjainak pillanatnyi pontu koordinatarendszerhez viszonyitva

—— l e — — — >

v = |V CoOsSX =V

I p l A} Al - 3 i MA 2
sebessége dlland6, és¢5 . -ral parhuzamos. AP F 2
Azaz A A

a3 — , e
— A5 Jelolések értelmezése a 60. dbrdn lathato.
VP: T]VAl COS &,
[l

Itt o¢ az JA és VA vektorok szoge (60. dbra)

60. dbra

x  pil csavartengely

Ez az egyenes a pillanatnyi csavartengely, mely
egy pontjanak A kezd6pontt koordinatarend-
szerhez viszonyitott helyvektora

— —
@ xv
- A A2
I =
AP 2 ’
aw
A
ahol V. _ vektort a 60. dbrdn értelmeztiik.

A2

A pillanatnyi mozgas fogalménak bevezetése nagyon jelent6s, mert a pillanatnyi elmozduldsok
a sorrendtdl fiiggetleniil dsszegezheték. Véges elmozdulasoknal altaldban nem ez a helyzet. A
véges transzlaciok osszegzésekor az eredmény a sorrendtdl fiiggetlen, véges elforgasok osszegzé-
sekor azonban csak akkor, ha ugyanazon tengely koriili elforgatasokat dsszegezziink.
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1.2.2. Elemi mozgdsok dsszetétele (61. dbra)
Elemi mozgasok 0sszetételén elemi haladé mozgasok és elemi forgasok dsszetételét értjiik.

61. dbra

v n

r\,<‘

!

!

1.2.2.1. Elemi haladé mozgdsok dsszetétele
Egy test pontjai a g 7 (mozg0) koordinatarendszerhez viszonyitva {;‘I pillanatnyi sebességgel
mozognak, és kozben a 'g - 17 koordinatarendszer ?;E sebességgel szintén haladé mozgast végez.

Ekkor egy nyugvo (x, y) koordinatarendszerhez képest az eredé mozgas sebességvektora a moz-
gasok sebességvektorainak 6sszege (62. dbra):

—> — — —
VAiV]+V2:V. (3)
62. dbra
4 A
9
Y

19. feladat:
Elemi haladé mozgasok Osszetételére egy teheremeld szerkezetet vizsgalunk (63. dbra).
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63. dbra

—

___="0f0
PMAANAAN

<i{
NN

-

Daruhidon a teheremeld macska v = ), 2 [m/s] sebességgel halad, ugyanakkor a

1

terhet T; = j>[), 1 [m/s] sebességgel emeli. Mekkora a teher pillanatnyi sebessége?

A (3) Osszefiiggés szerint

—— =

VeV 4V, = -10,2+ 0,1 [mys].

—
(R]

Abszolut értékben:

¥

1.2.2.2. Elemi forgdsok dsszetétele

El6fordul, hogy a merev test mozgasa egyidejii pillanatnyi forgasok ereddje. Az eredé mozgas
pillanatnyi szogsebessége az

w=S 750
Ly 1
1

Osszefiiggéssel hatarozhaté meg.

a) Két egymdst metsz0 tengely koriili elemi forgds Osszetétele.
A 64. dbra egy Koller-jarat vazlatos rajza. A berendezés ¢ 1szt')gsebességgel forog egy fiiggdle-

ges tengely koriil, ugyanakkor a rajta levé henger o , szogsebességgel forog vizszintes tengely

koriil. Milyen lesz a henger pillanatnyi mozgasa a vazolt helyzetben?
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A henger eredé mozgasanak szogsebessége:

W= @+ @, .
64. dbra

£l

L

2, 4

W, =R (

[
G~ P q

Az (O hatasvonala atmegy az cDI és 5 3 hatasvonaldnak 0 metszéspontjan. Feltételezziik,

hogy a henger alul csiszasmentesen gordiil, ;zaz P pontjanak sebessége v; = ) (részletesen
lasd 1.3.4. pontban), ekkor az eredé (> hatésvonalédnak, mint a pillanatnyi forgistengelynek
P-n is keresztiil kell mennie. Tehat az abra alapjan, adott CDI szOgsebesség esetén a henger szog-
sebességének nagysaga:
© -w L
2 1 R ’

Az ered6 mozgas szogsebességének nagysaga pedig:

| v 9 2
F oy ) 2
w= \w?* i ©° - o IR t+ ¢
/ z 1 R

b) Parhuzamos tengelyek koriili forgds dsszegezése
R, sugart fogaskerék helytallé R, sugaru fogaskeréken gordiil le CTJI szogsebességgel (65. dbra).

Mekkora a_)2 sz0gsebességgel forog ugyanekkor az R, sugart fogaskerék sajat tengelye koriil?

A vizsgdlt merev test az R, sugard fogaskerék. Ez egyidejileg kering a nagy kerék koriil, azaz

GO
N
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C:): szogsebességvektora ennek tengelyén megy at. Sajat tengelye koriili forgasra jellemz6 (3- 3

a keringésértelem miatt ugyancsak felfelé mutat. Végiilis a két parhuzamos szogsebesség

1 2

Osszege lesz az eredd pillanatnyi szogsebesség.
65. dbra
sl b

I‘“_l—_’-l'

L
T

Mivel gordiiléskor az érintkezési hely sebessége zérus, nincs cstiszas az allo kerékhez képest,
ezen a ponton kell tmennie az eredd hatdsvonalanak.
Az érintkezési pont sebessége tehat

V:U: g - 7 — CL) -
3 v, R R2a>2

Innen
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1.2.3. Véges mozgdsok
Csak a gyakorlat szamara leglényegesebb véges mozgasokkal foglalkozunk.

a) Véges haladé mozgds a merev test legegyszerlibb mozgasa.

Mivel (3™ = 1) barmely idépontban

— — —
7 = Vv = Vv
B A ’
és
—> — —
a = d - a
B A ’

ahol A és B a merev test két tetsz6leges pontja. Ennek eredményeként a merev test mozgasjellem-
z6inek ismeretéhez 3 skaldris adat (egy pontjanak v, (t) sebességfiiggvénye) elegends.

A mozgas szabadsafgoka tehat: 3. A

Az igy mozgd merev test mozgasjellemzdit az anyagi pontnal tanultak szerint leirhatjuk.

Példaként nézziink egy koétélpalyat (66. dbra). A kotélpalya két oszlopkozében szallitokas halad.
Felfiiggesztése olyan, hogy helyzete mindig fiigg6leges. Vizsgaljuk meg a mozgast. A felfiiggesz-
tés P pontjanak pélydja legyen az AB pontok kozé berajzolt s gorbe. A szokasos kis sebességeknél
j6 kozelitéssel ugyanilyen pélyat ir le a kas minden pontja, azonos mozgasfiiggvénnyel, azaz ha-
lad6 mozgast végez. A mozgas gorbevonalu.

66. dbra

b) Forgomozgds allo tengely koriil.

A merev test mozgasa kozben két pontja (és igy a két pontot Osszekotd egyenes Osszes pontja
nyugalomban van (67. dbra). A test sszes tobbi pontja egymassal parhuzamos, a tengelyre me-
réleges sikokban levo, korpalyat ir le. A korpalyak kozéppontjai az all6 tengelyen vannak.



Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

67. dbra

Ik

» =, \ _&o
=

)

Mint a pillanatnyi forgdmozgasnal, a mozgas jellemezhet? itt is egy sz6g—
sebességvektorrai.

5.5 =
o (ty -wlt) La)’

ahol Erw az 4116 forgastengelyhez rogzitett egységvektor a tengellyel adott. Igy egyetlen (o (1)

skalaris fliggvénnyel leirhat6 a mozgas. Tehat a mozgas szabadsagfoka egy. A miiszaki gyakorlat-
ban nagyon sok géprész végez ilyen mozgast (pl. villamos motor forgdrésze), ezért ennek vizsga-
latara még részletesebben késibb visszatériink.

c) Sikmozgds.
Elsallithat6 olyan elemi forgasok sorozataként, ahol az j szogsebesség iranya allandé, vagyis a
forgastengelyek egymassal parhuzamosak (. . Jellemzéje

W

— - — — -
W £ @ - W ()= (t) .y
- is v, v ()
J % =V .
VA 7 ’ A A
e C;T —\T’ () = ;” (4_'
A A @

A tetsz6leges A pont ennek folytan ?:’w -ra merdleges sikban végzi mozgasat.

A 66. dbran szemléltetett haladd mozgds a stkmozgas egy specidlis esete, mivel ott is minden pont
sikgorbe palyan mozog.

Ha
—
W= kw,
— i =
v, =1V + j v
A Ax Ay

Tehat a mozgas szabadsagfoka 3 ( Xt\ és ¢ ismerete sziikséges).

A gyakorlatban ez szintén igen gyakran el6fordulé mozgasfajta. Ilyen mozgast végez pl. a for-
gattyus hajtomd hajtérudja, az egyenesvonali mozgast végzo6 jarmiivek kereke (lasd még 1.3.4,
pontot), stb.
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1.3. SIKMOZGAS

Jelent6ségénél fogva ezzel a véges mozgasfajtaval részletesebben foglalkozunk.

1.3.1. A sebességpolus

Mint mar tudjuk a merev test akkor végez sikmozgdst, ha minden pontja sikgorbét ir le és ezek
a sikok egy adott alapsikkal parhuzamosak. A sikmozgast gy is leirhatjuk, hogy ahogy a merev
testet metsziik az alapsikkal parhuzamos sikkal és a sikmetszet mozgdasat hatarozzuk meg (68.
dbra). Ehhez elegendd, ha rajta fekvé két pont mozgasat megadjuk.

68. dbra

pill forg. teng

X | Ty~ alapsik

—
r

——
Sikmozgas esetén () merdleges az alap sikra, az AL
HAb

pedig parhuzamos vele. Az 1.2.1. pont
szerint a pillanatnyi forgéstengely, az () vektorral parhuzamos, igy itt a pillanatnyi forgastengely
és az alapsik is merdleges egymasra.

A sikmozgds leirdsdhoz vizsgdlt sikmetszet és a pillanatnyi forgdstengely P metszéspontjit
sebességpolusnak nevezziik.

1. 3. 2. A sebességdllapot

Ha ismerjiik a P sebességpolus helyét és az (L szogsebességet, tetszbleges A és B pontok sebes-
ségvektorai meghatarozhatok (69. dbra):

V. =% T
Y = X

A Tp
3 *C:)’ —
bt R (I
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69. dbra

vl 7 - T Ebbél kovetkezik, h V.LT illetve V., L T,
mive Vp = 0. 6l kovetkezik, hogy VL T, illetve v, B’
és mivel (O 1 rA -ra, illetve I‘B -re:

Vy T ’VA‘ =W, (5)
v.o= |v.] =@

5= |Vl Ty o

A Ta

V3 s

vagyis a sikmetszet egyes pontjainak sebességei 1igy ardnylanak egymdshoz, mint a sebességpolustol
mért tavolsaguk, irdnyuk pedig a vizsgalt pontbol a sebességpolushoz hiizott sugarakra merdleges.
Az el6z6kbdl a 69. dbra jeloléseivel, és (5) felhasznalasaval:

Vv v

A B
S @ =g
A

B

vagyis a polusbdl a pontok sebességvektorai azonos szog alatt lathatok. Ha az A és B pontok

V. és T; sebessége adott, meghatarozhato (pl. szerkesztéssel) a sebességpodlus helye és kisza-
bl

A

mithato a forgas pillanatnyi szogsebessége.
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1.3.3. A sebességallapot dbrdzoldsa, a sebességibra

A sebességillapot vizsgalatara sokszor szerkeszté mddszerek is elonydsen hasznalhatok. Ha a test
68. dbra szerinti sikmetszetét abrazoltuk, a pillanatnyi forgastengely merdleges az dbra sikjara és
a P ponton megy 4t (70. dbra). Sebességléptéket felvéve, és felhasznélva, hogy a sebességvektorok
merdlegesek a megfeleld helyvektorra, sebességabra szerkeszthetd.

70. dbra
_ .\ A __C
- DB AA ot
- - -
A kI
G A A BlL—P
P C Y

Meérjiik fel 1éptékhelyesen egy tetszbleges P' pontbdl a merev test sikmetszete A és B pontjainak

—

; A (g .
\A és \'B sebességét (70. dbra).

Vizsgaljuk most a sikmetszet ABP és a sebességvektor végpontjai altal meghatarozott A" IV P'
haromszogeket.

Az 1.3.2. pont szerint a megfelel6 oldalak (AB és B'A’ stb.) merélegesek egymasra. Ezen kiviil az
(5) osszefiiggést felhasznalva:

AI) — " A—’_ b — _f’ —
Ty 3 AP = v, |=er,
IV;‘ — r ; ])’_11’ o —v, s -
B : Vs | ©1y
azaz _ _
A'P’, —H’In o
AP 0P S

Ebbél kovetkezéen ADBPA ~ A’B’P’A | mésszéval A’ és B' P' -héz viszonyitott helyzete
hasonlé az A és B P -hez viszonyitott helyzetéhez. Mivel A és B a sikmetszet tetsz6leges pontjai
voltak, ez a megéllapitds minden pontra igaz.

Ha tehat a P' pontbdl a sikmetszet minden pontjanak sebességvektorat felmérjiik, azaz a se-
bességabrat megrajzoljuk, a sebességvektorok végpontjai altal meghatdrozott alakzat a sikmetszet-
hez hasonld lesz, <+ irdnydban 90°-kal elforgatva. Igy ha ismerjiik a sebességabrat pl. A' B' P'
pontjaival, a sikmetszet egy tetsz6leges C pontjanak 7 sebességét a 70. dbra szerkesztése alap-
jan meghatérozhatjuk. ¢
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Az el6z6ekben elmondottak alkalmazasi mddjat egyszert példaban mutatjuk be.

20. feladat
Valamely szerkezet egy elemét mutatja a 71. dbra. Ennek A pontjat az adott helyzetben
= T v,.o= - T 5 [m/s] sebességgel mozgatjuk.

A A

B pontja csak az x tengely mentén tud elmozdulni. C pontjdhoz csuklosan egy rud kapcsolodik.
Mekkora lesz a C pont 7 sebessége és AB rud pillanatnyi (¢ szdgsebessége, haa = 0,15 m;
b=02m;c=01m? €

71. dbra

yi

A P
o

7 G

(wg
©
x|

Az AB rad sikmozgast végez, mivel A és B pontjanak és ezzel egyiitt minden pontjanak sebessége

az xy sikkal parhuzamos. Az adott feltételek szerint B pont sebességvektora 7" irdnyu lesz.

Az 1.3.2. pont szerint a P pdlus rajta lesz az A ill. B pontokbdl huzott v A il. v B vektorokra

meréleges egyeneseken (71. dbra).

Igy ugyanis fennall a Q’\_L ?A és T; 1 f[: Az (5) ill. (4) 6sszetiiggések felhasznalasaval
Ve

(P polust az AB-hez rogzitettnek tekintjiik):

w- B A s i),

-
o2
QW]

V. =Wr. =&@a = 250,15 = 3,75 [m/s],

3,75 |my/s].
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A C pont ;2 sebességét tobbféle modszerrel is meghatarozzuk. Talan legegyszer(ibben a sebes-
— —
Va és VB sebességek ismeretében meg-
rajzolhatjuk az A" B' P'sebességabrat (71. dbra). A' B' szakaszon A'-tdl felmériink egy ¢’ szakaszt,
mely a C' pontot hatdrozza meg. A C' ugyanolyan ardnyban

metszi A’R’ -t,mintC AR-t,

ségabrabol szerkesztéssel kaphatjuk meg az eredményt.

C 0,1
A’B’ AB 'Vaz e \/0,15? 40,22

A P’C’ most mér irdny és nagysag szerint - a v, és v, felrajzolasanal felvett léptéknek megfele-
16en - megadja C pont sebességét.

A feladat megoldhato grafoanalitikus uton is, azaz a sebességabra alapjan, hasonlé haromszo-
gek és trigonometrikus Osszefliggések segitségével ki is szamithato Tc sebesség nagysaga.

= 0,4 .

Ezzel itt nem foglalkozunk részletesen, mert a feladatmegoldashoz csak matematikai ismere-
tek sziikségesek.

Ugyancsak eredményre jutunk, ha meghatarozzuk az rPC = ?( helyvektort, és J

= —
ismeretében (4) felhasznalasaval szamitjuk ki Ve sebességet. Az r. vektor koordinatait a

CC,B és BOA haromszogek, valamint CC, A és AOB hdromszégek hasonlosédgabdl szémithat-
juk ki:

— t _ ), 2
T = (AB-c) = = (0, 25-0, 1) v, — = 0,12 [m],
Cx . 0,25
AB
a 0,15
r. =¢ — ( —— = (0,06 [m]
C} bl 2 7 b
y A 0, 25
— —— -— —-— -
= - - o= =] 2 -0
rC i Toy j rCy i0,l i 0,06 [m].

O
N
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és (4) szerint

R i K| =1250,06 -7 25.0,12 .
0 0 25
-0,12 -0,06 0
Végiil a C pont sebessége:
_\TC :Tl,i —_jPS [m/s].

A sebesség abszolut értéke

=

[ _2 2 o
Ve ~\‘l,a +3 = 3,35 [m/‘i‘

1.3.4. Gordiilés és cstiszds

Egy test, sikgorbével hatdrolt sikmetszete (I) sajat sikjaban mozog, ekozben allandodan érintkezik
egy masik, ebben a sikban fekvo sikgérbével (II) (72. dbra).

72. dbra

Ha az I. test mozgasa pillanatnyi forgds a P érintkezési pont koriil, akkor az I. mozgasa gordii-
lés aII-n. A P a pillanatnyi forgas sebességpoélusa. Ha az I. pillanatnyi mozgasa a sikkal hatarolt
II-n haladé mozgas, akkor azt az I-nek a IT-en torténd csuszasanak nevezziik. A csuszés sebessége
egyenl§ az érintkezési pont sebességével.

Altaldnos esetben csuszas és gordiilés is lehet egyidében.

\O

(€Y}
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21. feladat
Egy v, = 90 km/6ra éllandd sebességgel egyenesvonalt pélydn haladd jarmtd R = 0,2 m sugaru
kerekét vizsgaljuk, mely nem csuszik meg az egyenes uttesten, azaz ugy tekinthetjiik, hogy egy

henger legordiil egy sikon. Hatarozzuk meg a kerék szogsebességét, és a legnagyobb sebességét
(73. abra)!

73. dbra

<7

A kerék sikmozgast végez, mivel minden pontja az xy sikkal parhuzamos sikban mozdul el. Vizs-

galjuk a kerék xy sikmetszetét (73. dbra)! Mivel a kocsiszekrény a 0 ponton dtmend tengelyhez

kapcsolodik, igy a kerék sikmetszetének 0 pontja vV — T v = 1 25 [m/s] sebességgel
0 0

mozog. Az all6 sikon legordiil a kerék, ezért a kerék és a sik érintkezési pontja egymashoz képest

nem mozdulhat el, azaz a kerék P pontja is nyugalomban van. Tehdt ez a kerék pillanatnyi sebes-
ségpolusa. Most mar (5) felhasznalasaval

W= — =—— = 125 [l/s],

w = - K 125 [1/s].
A kerék polustol legtavolabbi pontja A, ezért ennek a pontnak lesz a sebessége a legnagyobb:

v, = W(ER) = 125.2.0,2 = 50 [m/s],

——

=1 50 [m/s] .

5

O
o=,
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1.3.6. A gyorsuldsallapot vizsgalata

Mint mdr lattuk a merev test pontjainak 74. dbra

gyorsulasa kozott az osszefiiggés (2) sze-

rint (75. dbra):

— — — —
a

aB =a, +& X rAB +u)x(wxrAB).

Nézziik a sikmozgas gyorsulas viszonyait
(74. abra). I
Ilyenkor, mint tudjuk ) = k <0 (t) .

Ebbdl kovetkezik, hogy

> S -
& - =k&@() =k &E ()
szoggyorsuldsvektor is az egész mozgas ideje alatt ?irényﬁ. Ebbdl pedig részletesebb bizonyitas
nélkiil kénnyen belathato, hogy a sikmozgast végzé merev test minden pontjanak gyorsulasa az
alapsikkal parhuzamos (lasd III. fejezet 1. 2. 2. pontot is).
Vizsgaljuk még meg egy 1 -al parhuzamos egyenesen 1év6 két pont gyorsulasat (74. dbra):

:’_ _ * . _'._4’* "*- Q)“:‘ —— _ —

IB JA + ¢k \rAB+COL‘<( LxrAB) aA ,
. TIT . &y * s =0

mivel k “rAB’ és igy T

Bdrmelyik X -ral pdarhuzamos egyenesen lévé pontok gyorsuldsa tehdt megegyezik. Ezért a gyor-
suldsviszonyok vizsgalatahoz is elegend6 egyetlen alapsikkal parhuzamos sikmetszet vizsgalata
(75. dbra).

75. dbra
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A (2) 0sszefiiggésben szerepld tagok ez alapjan igy irhatok:

a : T (6)

Igy

Igy a sikmetszet tetszéleges B pontjanak gyorsuldsvektora egy masik pont Z;A gyorsulasanak,

valamint & szogsebességnek és & szoggyorsulasnak az ismeretében meghatarozhato.
-
A a Bmeghatérozéséra egy szerkesztd eljarast is bemutatunk.

Ha ¢ # 0 ésigy oy # 0,akkora(6) egyenletet (o -tel osztva:

Es T

— - 2 4 & kxr)-T... O
2 2 2 AR T A

W A @ b

Az egyenlet minden tagja hossztisag dimenzidju és igy hosszlépték segitségével abrazolhato (75.
dbra).

a,
— - — — —_ —
lA? = AD; —52 (kxr, ) = CB; -1, = BA,
2 5 3 AB
ay —
amelyek vektordsszege (7) szerint == CD - tadja.
@ &
i)
VA Ry
Az ABC dederékszogii haromszogben % = top= XL AD - i}
| Tan] "

Ezért a C pont egyszer(ien ugy szerkesztheté meg, mint az AB sugarra a B pontban merélegesen
all6 és az AB sugdrral {7 szOget bezdr¢ egyenesek metszéspontja.

1.3.7. A gyorsuldspolus meghatdrozdsa
Az elébbi szerkesztésbol az kovetkezik, hogy a sikmozgast végz0 merev test sikmetszetének van
olyan Q pontja (a merev testnek a Q ponton dtmené és az ¢, -al parhuzamos olyan egyenese),

amelynek zérus a gyorsuldsa. Ez az Q pont a gyorsuldspélus és a kovetkez6képpen hatarozhato
meg (76. dbra).

6

O
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‘ ‘ = — - . . .
A meghatarozashoz a aA’ £, <o ismerete sziikséges.

76. dbra

“a
@2

polus — ezen a koron fekszik és azt az AD egyenessel @ szoget bezdird egyenes metszi ki, mely

Az A pontbdl felmért , mint dtméré folé kort rajzolunk. A Q pont — gyorsulds-
¢ szoget AD egyenestdl eljelhelyesen kell felmérni. A 75. dbra szerinti szerkesztést alkalmazva,
valéban az deril ki, hogy ﬁ; =Cb =0 .A Q gyorsulaspolus ismeretében a B pont gyor-

suldsa is egyszertibben szerkeszthet6 (77. dbra):

a =0,
Q =
4 = I)P+ g\; - (JQ T
B QB QB "’
a-
“ B 6 K == —
— =—Fkxr. _ - r
2 2 ’ ®)
W - QB QB
A gyorsuldsvektor irdnya a B pontban az T helyvektorral az £ irdnydban T - o
szoget zdr be! —QB:
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77. dbra

bme

1.3.8. A gyorsuldsallapot dbrdzoldsa, a gyorsuldsdbra

A merev test gyorsulasallapotanak szemléltetésére gyorsulasabrat is szokas szerkeszteni — a se-
bességabrahoz hasonloan — oly mddon, hogy a gyorsulasvektorokat k6zos Q pontbdl mérjiik fel
(78. dbra). Mindegyik pont gyorsuldsa 1.3.1. pont szerint [ = (P szdget zar be a pontnak a Q
gyorsulaspolusra vonatkozé helyvektoraval.

Ezért ABCA ~ A"B"C"A Igy a gyorsuldsabra — megfelel6 1épték figyelembevételével
— a sfkmetszet Q koriili £ irdnya /- CF nagysagu elforgatasaval nyerhetd.

78. dbra
A” GA QII
GB UC
Bu‘ C n
22. feladat " . o 2
A 20. feladatban szerepl szerkezeti elem A pontja a,=- ja AT j 789 [m /s J

gyorsulassal mozog az adott pillanatban.
Az AB rud pillanatnyi szogsebessége — mint a 20. feladatban meghataroztuk —

- =K25[1ys].

Hatarozzuk meg a C pont pillanatnyi gyorsulasat! L
Az AB rud gyorsuldsillapotdnak ismeretéhez a fenti adatokon kiviilaz ¢ = k & pillanatnyi
szoggyorsuldst is ismerniink kellene. E helyett azt tudjuk, hogy a B pont is egyenes palydn mo-

zog, azaz gyorsuldsanak irdnya adott: aJw = m],.
bl J

O
00
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Ennek felhasznalasaval hatdrozzuk meg &£ szoggyorsulas nagysagat. A (6) dsszefliggést felhasz-
nalva:

-
— —

: T 2,
ia,=a, +k&xr - W r .
b A AB AB
Ez az egy vektoregyenlet két skaldr ismeretlen meghatdrozasét teszi lehetdvé. Igy az ismeretlen a
nagysaga és & szoggyorsulds innen meghatérozhatd. Az a, kiejtése érdekében szorozzuk végig
az egyenletet j vektorral skaldrisan:

— — 2 - —
0==-a, +&(Kkxr i - ) T
Pkl w0,
Mivel az ébrabél lathatéan 1 = ib - T:l ,ezért T JF*— -4, és
1\[3 - J\],)
K’.* —f-: —>'—o- - _ - —— . —
(xryph i= K ryp=ir,,=b
. )
Igy [::—;1\+<Sb+ w2
Ebbdl
2 2
aA - o a 789-25,0,15 \ | 2}
= = - — = 3480 S |.
& b 0,2 [/

A gyorsulaspdlus és gyorsulasabra szerkesztéséhez sziikséges 60 sz0g most mar meghatarozhato:

6 3480 - -
-— — —_— 7
R ¢ 2 625 A

¢ =79,9°

Ezta 50 szoget (és ezzel egyiittE szoggyorsulast) a 75. dbrdn bemutatott szerkesztés felhaszna-
lasaval is meghatarozhattuk volna.
A 76. dbra szerkesztését alkalmazva, ff -taz
a
= A 789

AD = _Q—: R = 1,26 [m}
W

szakasztol pozitiv irdnyban felmérjik, és igy megkapjuk a gyorsulaspdlust (79. dbra). Most mar
a 78. dbra szerkesztése szerint a gyorsulasabrat is megrajzolhatjuk, amibdl leolvashaté az AB
barmely pontjanak a gyorsulasa:

— - 2
A = i 390 [m/s ]
5}

- 2
- j 470 |:m/s ]

a., =1i 15
o

wn

O

NG
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A gyorsulasabra egyben azt is megmutatja, hogy az AB rud mentén hogyan valtozik a rad egyes
elemeinek a gyorsulasa.

23. feladat
Hatarozzuk meg a 21. feladatban megadott jellemzékkel mozgo jarmikerék P pontjanak (sebes-
ségpolus) a, gyorsuldsit! .

A megadott feltételekbdl adddik, hogy a gyorsulaspolus 0, mivel ez alland6 vy sebességgel
mozog, igy gyorsuldsa zérus. A 21. feladatban meghatarozott .., pillanatnyi szogsebesség al-
landé, mivel idében 4lland6 mennyiségekbdl hataroztuk meg (V; R).

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy az é,’ pillanatnyi szoggyorsulas zérus.

79. dbra

D

Ezek ismeretében a kerék gyorsuldsallapota adott, igy (6) felhasznalasaval a sebességpdlus gyor-
suldsa meghatarozhato:

—— -— —— —— 2 -
= ¢ K > - ¢ .
P TAGT & kXTI, - @ Ty
Az adatok behelyettesitése utdn, figyelembe véve, hogy ?OP = - TR:

2
w R

- . ra
= =]

1257 . 0,2 =3 3120 l:m/sq

N
a
P

lesz a P pont gyorsuldsa, azaz a kozéppont felé mutat (73. dbra).

100
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2. A merev test kinetikaja

A merev testet gondolatban végtelen nagy szamu végtelen kis dm tomegt részre bonthatjuk, és
igy a merev testet anyagi pontokbdl allénak tekinthetjitk. Ezen anyagi pontok egymastdl vald
tavolsaga azonban dllandé A pontrendszernek tekintett merev testre igy a pontrendszerekre le-
vezetett tételek érvényesek (IV. fejezet). Az alabbiakban — Gsszefoglalva ezeket a tételeket — a
benniik szereplé egyes mennyiségek meghatarozasardl beszéliink merev test esetén.

2.1. A MEREV TEST MOZGASMENNYISEGE

A merev test mozgasmennyisége a fentiek szerint az anyagi pontrendszer mozgasmennyiségéhez
hasonl6 formaban szamithato (IV. fejezet 2.2. pont):

—- —-
m v, = my
11 S

[ =

L
. . . = 3 7 .7 7
A fenti kifejezésben V. amerev test (tomegpontrendszer) sulypontjanak sebessége.

Mivel a merev testet m, = dm végtelen kicsiny témegelemekre osztottuk, folytonos tomegel-
oszlas esetén a szummazas helyett integralas alkalmazhato, a merev test (tomegpontrendszer)
teljes m tomegére:

I = v dm

2. 2. IMPULZUSTETEL

Az anyagi pontrendszereknél targyalt formaval azonosan:

Bl

- —

[ -1 = I dt

Szavakban: A merev test mozgdsmennyiségének megvdltozdsa a (t ; t ) idGintervallumban egyenld
a merev testre hato Osszes eré impulzusdval. Differencidlis alakban: a merev test mozgdsmennyisé-
gének id6 szerinti elsé derivaltja egyenld a merev testre hatd Osszes erd vektordsszegével:

I=F

.

A sulyponttételek tartalmilag és formailag is egyeznek a tomegpontrendszerre vonatkozo téte-
lekkel. A stlyponttételek igazoljak, hogy az anyagi pont fogalmanak bevezetése nem kozelité
feltevés volt, hanem fizikai tartalommal rendelkezd jogos absztrakci6, mivel egy merev test suly-
pontjanak mozgasat az anyagi pontokra érvényes tételekkel meghatarozhatjuk.
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2.3. A MEREV TEST PERDULETE, PERDULETTETEL

Az el6z6ekbdl latjuk, hogy a merev test stlypontja gy mozog, mint az a tdmegpont, melynek
tomege egyezik a merev test tomegével, és a rdhatd erdk is megegyeznek a merev testre hatd erék
sulypontba redukalt értékével. A merev test ezen mozgasanak létrejottét vizsgaltuk eddig. A me-
rev test egésze ugyanakkor, a sulyponttal egyiittmozgason kiviil még a sulypont koriil foroghat.
Vizsgaljuk most ezen forgas létrejottének okait. Ehhez a merev test perdiiletét kell megvizsgal-
nunk.

Az anyagi pont A pontra vonatkoztatott perdiilete — mint tudjuk — a mozgasmennyiségének
nyomatéka: fA -7 x ‘I" . Ha a merev testet most is tomegpontrendszernek tekintjiik,

A

barmely pontra felirhatd a merev test perdiilete, mint az egyes anyagi pontok mozgasmennyisége
vizsgalt pontra vonatkoztatott nyomatékanak osszege (80. dbra).

2.3.1. Merev test forgdstengellyel parhuzamos silyponti tengelyére szamitott perdiilete

80. dbra

Célszerti el6szor a sulypontra meg-
hatdrozni a merev test perdiiletét.
Ha Vg a sulypont sebessége és

(= nOc¢w amerev test forgasinak

szogsebessége (80. dbra), ugy ezen
fejezet (1.a) Osszefiiggése szerint

(V. fejezet 1.1.3. pont): a merev test
egy tetszéleges pontjanak sebessége:

—  —

V:\’q-ﬁ—a)xr

’

és a perdiilet:

— —

J= r. Xm, Vv
i i

m

A test dm elemi részekre bontva:
7 -
JLoo= j r x v dm,.

A v kifejezését helyettesitve:

——
—

JO = ({?dm) \\z + J‘-fx (a_)’x—r’) dm .

te
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_>
Mivel az f r dm kifejezés a stlypontra szamitott statikai nyomaték, és ez a statikaban ta-
nultak szerint mindig zérus, igy a merev test silypontra szamitott perdiilete:

.
T —'S?x (w x If) dm
S

(m)
= > -0 -
ﬁs‘wS r x (n xr) dm 9)
(m)

A merev test stilypontra felirt perdiilete utén vizsgéljuk meg a sulyponton dtmené 3 vek-

torral parhuzamos n tengelyre vonatkozo perdiiletét. A III. fejezet 2.3.2. pontja szerinti értelme-
zés alapjan a merev test n tengelyre vonatkoztatott perdiiletét

— —»0 g
JU = nt I
N 5

(ol

alakban irhatjuk. Ebbe (9)-t behelyettesitve
.- a)_ﬁo j? X (EU X T7) dm
n
Osszefiiggést kapjuk. Ha bevezetjilk a

g = —EOS rx (;O x 1) dm (10)

jelolést, akkor a merev test stlyponti n tengelyre szamitott perdiilete
U= w6 (11)
n n
alakban irhato le. @n -t a merev test 'n" sulyponti tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaté-
kanak nevezziik. Mint a (10) 6sszefiiggésbél lathats 3 skalaris és idében nem valtozé meny-
n
nyiség. Valamint az is lathatd, hogy ez csak a merev test tomegét6l, alakjatol és a forgastengely

testhez viszonyitott helyzetétdl fiigg. A merev test @ntehetetlenségi nyomatékanak részletes

szamitasara a 2.3.5. pontban késébb még visszatériink. Ez az 6sszefiiggés azt is megmutatja, hogy

—>

perdiilet csak akkor van, ha <& #0 .



Csizmadia Béla (Szerk.)

2.3.2. Perdiilettétel

A tehetetlenségi nyomaték fogalmaval és a merev test forgastengelyre szamitott perdiiletével
megismerkedve felirhatjuk a merev testre vonatkozo perdiilettételt is a I'V. fejezetben leirtak alap-
jan

T =M

n n
d(@n@) (12)
—— =M

dt n

Mivel az & L €8y 3z idében nem véltoz6 mennyiség, a (12) dsszefiiggés igy is irhatd

A w =M
11 n

B £ =M (13)
n 11

Szavakban kifejezve: a merev test tengelyre szdmitott perdiiletének id6 szerinti elsé derivdltja
egyenld a merev testet terheld dsszes erd ugyanarra a tengelyre szamitott nyomatékaval.
A perdiilettétel integralis alakja:

t

JTH (t) -ﬂn(to) —5- .\In dt (14)

Q (@—@)_S Mo de (15)
n O n

Szavakban: a merev test valamely tengelyre szamitott perdiiletének [t ; t | idGintervallumbeli meg-
vdltozdsa egyenlé a merev testet terheld dsszes eré ugyanarra a tengelyre vonatkozo nyomatékim-
pulzusdval.
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2.3.3. A merev test szabad mozgdsa, tehetetlenségi fotengelyek

Vizsgaljuk a kovetkez6kben a merev test forgdmozgasat abban az esetben, amikor a ra haté eré-
rendszer ereddje zérus. A merev test ilyen mozgasat szabad mozgasnak nevezzik.

Végezziink egy elvi kisérletet a gyermekkorunkbdl jol ismert jatékkal, a bugdcsigaval! Por-
gessiik meg ezt a tengelye koriil gy, hogy magara hagyva a forgastengely fiiggéleges legyen. (81.
dbra). Azt tapasztaljuk, hogy kozel llandé szogsebességgel forogva a forgastengely és vele egyiitt
a szogsebességvektor irdnya fliggéleges is marad.

81. dbra

JO

!
<

Ha a forgd merev test és a talaj kozti surlodastol eltekintiink, a merev testre hat6 erdk eredéje
zérus, igy barmely pontra szamitott nyomatéka is az, azaz a merev test szabad mozgast végez.

A merev test azon tengelyeit, melyek egyike koriil megforgatva a testet, az olyan szabad mozgdst
végez, hogy az (3 szogsebességvektor dllandé marad, tehetetlenségi fétengelyeknek nevezziik. (81.
dbrdn z tengely).

Minden merev testnek legaldbb harom, egymasra merdleges tehetetlenségi fétengelye van.
Ezek mind dtmennek a merev test sulypontjdn. A gyakorlatban leggyakrabban szimmetriasi-
kokkal rendelkez6, homogén tomegeloszlasu testeket hasznélunk. Ilyen esetben a fétengelyeket
koénnyl megtalalni.

Két szimmetriasikkal rendelkezé test esetén (86. dbra) a szimmetriasikok sulyponton dtmend
normalisa, illetve az ezekre merdleges, sulyponton atmend egyenes lesz a harom egymasra me-
réleges fétengely (a 86. dbraban x; z ill. y tengelyek).

Ha a testnek tobb szimmetria sikja van, a f6tengelyeinek a szama is né. Példaul egy korhenger
(lasd 82. dbra) esetén az abran bejelolt 1, 2, 3 f6tengelyek, de minden 1 és 2 tengelyek sikjaban
levé egyenes is fétengely, hiszen mindegyikre merélegesen talalhaté a testnek egy szimmetria-
sikja.
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82. dbra
X
]
Mo
\\
A__ S I_/i _B ) [oxy
Y v A - B
AOT v(_;; B,
/2
[

A fotengelyeket a merev test rajuk vonatkozo tehetetlenségi nyomatékai nagysaganak sorrend-
jében 1, 2, 3 szammal szoktuk jelolni. Azt a fétengelyt, amelyikre szamithat6 tehetetlenségi nyo-
maték a legnagyobb 1, a kovetkezdt 2, és a legkisebb tehetetlenségi nyomatékut 3 jellel latjuk el.

A f6tengelyek ezen kiviil olyan tulajdonsagokkal is rendelkeznek, hogy a merev test S stly-
pontjan dtmend valamennyi tengelyre szamithato tehetetlenségi nyomaték koziil az 1 fétengelyre
szamitott a legnagyobb, a 3 f6tengelyre szamitott pedig a legkisebb.

2.3.4. A merev test allo tengely koriili forgémozgdsa

A gyakorlat szempontjabol a merev testek allo tengely koriili forgémozgasanak van a legnagyobb
jelentdsége. A tovabbiakban f6- és nem fétengelyek koriil megforgatott merev testek viselkedését
vizsgaljuk meg.

A 2.3.3. pontban leirt kisérletbdl nyilvanvalo, hogy ha a 81. dbra szerint forgd merev test z
tengelyét csapagyazzuk, attol a mozgas nem véltozik meg. Mds szoval, ha egy merev testet a f6-
tengelye, mint 4ll6 tengely koriil megforgatunk, a megtamasztasoknal a forgasbol adéddan kény-
szerer6k (csapagyerdk) nem keletkeznek. Az ilyen tengelyeket szabad tengelyeknek is nevezziik.

Tehat példaul, ha a 82. dbrdn vazolt merev testet 3-as jelli fétengelye, mint all6 tengely ko-
rill megforgatjuk, az A és B megtdmasztdsokndl keletkez kényszererdk nagysdga és irdnya csak

Go -tol fiigg, és fiiggetlen attol, hogy a test forog-e vagy all:

—

o1 -
~12G01.

=

1l

wol

1]

1
NI

@y

o]

Most vizsgaljuk azt az esetet, amikor a merev testet f6tengelyével parhuzamos tengely koriil for-
gatjuk meg. Ezt azonban nem a forgastengely, hanem a f6tengely athelyezésével valdsitjuk meg.
Ez elérhet6 az dltal, ha az 1. f6tengelyen a szimmetrikus, hengeres, homogén tomegeloszlast
merev testre egy G 1 stlyd anyagi pontnak tekintheté m1 tomeget erésitiink(83.a dbra).

Ezaltal a a + a-] stlyt merev test stlypontja az S -bdl az S -be kertiil.
0
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Az S stlypont z tengelytdl valo x tdvolsdgdt a Statikdban tanultak szerint meghatérozhatjuk:

Zx_ m, Rm
i i

B 3 1 (16)
*s T Zmi a mo+ml °
83. dbra
TX
{7
mO\ m7 . \L@
= - Y =Y T~ o Z
Ao; %] %I G,*Go TBor
q,
X ‘mo»rm?
R o 3
1 i lac T 15 2
gl L= 1s8 1 0g
b

Mivel az eddigi 1, 2 fétengelyek altal meghatdrozott sik szimmetriasik marad, ennek sulyponton
atmend normalisa lesz a 3 fétengely, ami a z forgastengellyel parhuzamos. Az ilyen forgé merev
testet statikailag kiegyensulyozatlannak nevezziik.
Hatdrozzuk meg, hogy az igy kialakult m + m_tomegli merev test z tengely koriili dllandé
—
és A
0]

—
@ szogsebességli forgasa soran milyen AO kényszererék keletkeznek a csapagyak-

1 1

ban. Ezt a szuperpozici6 elvének felhasznaldséval végezziik el. Mivel az m tomeg z tengely koriili
forgasat mar az el6z6 példdban megvizsgaltuk, most mar csak az m, tomegpont mozgasaval kell
foglalkoznunk. Ez R sugaru palyan egyenletes kormozgast végez, igy a III. fejezet 1.2.2. pontja
szerint E’i gyorsuldsa mindig sugariranyu:

a; = - W r =- @ R(@{ coswt + j sinwt) (17)
Igy a D'Alambert-elv (IIL fejezet 2.4. pont) szerint szamithat¢ inerciaerd FIl = = dlkyay
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A problémat most mar statikai feladattd redukaltuk, igy az egyensulyi egyenletek felirasaval, az

13 11 erd hatasdra a tamasztasokban keletkezd reakciderodk:
K N E‘— . 1 }_?_‘? = i 2 R o .
lw” Plw” T2 - T2 M (icoswtHj sinwt)

Az m, tomeg sulydbol keletkezd reakciderd pedig

Al - Bl = —2- mlg 1
Végiil az Aol’ BOl eredd tdmasztderdk:
Aol :'Ao + Al + Ala)
n -F =71 = 1 2 A =
o1=81 12(m0+m1) gi-smw R (i cosawt +j sinwt) (18)

Itt az elsd tag az m +m, témegl merev test stlydbol adodik, és dllando értékli; a masodik tag a
test forgasabol szarmazik és nagysaga az ) szogsebesség négyzetével egyenesen aranyos, vekto-
ra pedig ) szogsebességgel forog. Ez az er6komponens a forgd merev test csapagyazasara, mint
gerjesztéeré miikodik, és harmonikus lengémozgasba hozza azt (lasd III. fejezet 3.3. pont). A
karos rezgések és a rezonancia lehet6ségének elkertilése érdekében torekedniink kell arra, hogy
ez a gerjesztGerd minél kisebb legyen (lasd még V. fejezet 2.6.4. pont).

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor az m +m, tdmegli, homogén témegeloszldst szimmet-

rikus merev testet a 3 fotengelyével parhuzamos, és téle x, tavolsdgban levé z tengely koriil for-
gatjuk meg (83.b. dbra).
Ez egyenértékii a 83.a. dbrdn vazolt esettel, mivel a f6- és forgastengely itt is parhuzamos, és
tavolsaguk x, azonos, valamint a forg6 test tomege is egyezd. Igy a csapagyakban keletkezd reak-
ciderdk is azonosak kell legyenek (18). A (16) sszefiiggésbol Rm -et kifejezve: Rm, = x (m_+m,).
Ezt (18)-ba helyettesitve:

A =B L =i §(mO+ml)g1 -

4 o= > .
(m +m.) o x (icos@wt+ jsinwt) .
ol 0 o] S

l)

BO| —

Lathato tehat, hogy a masodik tagban szerepld inerciaeré (m +m ) X, G2 nagysdgaazx, suga-
rd korpalyan mozgéd m=m+m_ témeg inerciaerejének nagysagaval egyezo.

Osszefoglalva az eredményeket megallapithatjuk, hogy ha egy tetszéleges m témegii merev
testet a fétengelyével pdrhuzamos, és attdl x, tdvolsdgban 1évé dllé tengely koriil megforgatjuk, a
csapdgyakban ébredd reakciderdk gy szdrmaztathatok, mintha egy, a forgdstengelytél x_tdvolsdg-
ra levé m tomegii anyagi pontot forgatndnk meg. Természetesen, ha a merev test nem egyenletes
szogsebességgel forog, ugy érintdiranyu gyorsulaskomponensek is léteznek, melyekbdl tovabbi
inerciaerék és reakciderdk szarmaznak.

Tekintsiik most egy olyan allandé ¢ szogsebességgel forgd merev test mozgasét, melynek for-
gastengelye a test egyik fotengelyével sem parhuzamos. Az egyszer(ibb vizsgalat kedvéért azon-
ban tételezziik fel, hogy a forgastengely a merev test stilypontjan megy at (84.a. dbra).
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Ugy hozhatunk létre ilyen esetet, hogy a 82. dbra szerinti forg6részre m, tomeget helyeziink el a
84.a. dbra szerint. Ezzel az m +m, tomeg( és az m_ tomegl merev test stulypontja azonos helyen
lesz, de — tekintettel arra, hogy az xy sik most mar nem szimmetriasik — a z forgastengely nem
lesz f6tengely. Az ilyen forgdrészt dinamikusan kiegyensulyozatlannak nevezziik. Az el6z6ekhez
hasonloan itt is a szuperpozicio elvének felhaszndldsdval kiilon vizsgalhatjuk az m_ és m, tomeg
forgdsabol adodo reakciderdket. Az m, =1/2 m, tomeg gyorsuldsa természetesen egyezik az
elébbi m, tomeg gyorsuldsaval (17):

a,) =a, = -© R (i coswt + j sinwt) (19)

azm_ = 1/2 m, tomegé pedig ezzel ellenkez6 eldjeli:
a., = -a, 20
a5, Ay - (20)

84. dbra

Mivel az el6z6 vizsgalatainkbol lathatd, hogy az inerciaerérendszer @O szogsebességgel forog, igy
jelen esetben is ez fog torténni. Most tehat elegendd a t_ = 0 iddpillanatban megvizsgalni a viszo-
nyokat, azaz amikor az m, tdmeg az xz sikban van. Ekkor D'Alambert-elv szerint az inerciaerék
a (19) és (20) felhasznéldsaval:

F = 2. = i 2R--{--'—lmcozR
21 - T Mgy g T I My R =F15m, ’

—
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F a. i 3 R T coz R ¥

= - = = - = — Im = - .
2 T T Mag g T T 1M @ a2 My 121
Ezen fiktiv inerciaerérendszer silypontba redukalt értékét a t = 0 idSpillanatban kdnnyen meg-
hatarozhatjuk a 84.a. dbra felhasznalasaval:

Flg = Fp1 TPy =0
M. =-j2aF,, =-jam,@w R.

2

A D'Alambert-elv szerint az m, témeg forgasabdl adodo reakciderdk az elébbi fiktiv nyoma-
ték ismeretében egyensulyi egyenletekb8l meghatarozhatok. Természetesen itt is az eredd
csapagyreakciderd'k szdmitdsakor az m_+ m, témeg sulydbol ad6do allandé erdket is figyelembe
kell venni.

Osszefoglalva tehat megéllapithatjuk, hogy ha egy tetsz8leges m tomegti merev testet a siily-
pontjdn dtmend és fitengelyével szoget bezdrd dallo tengely koriil megforgatunk, a csapdgyakban
ébredd reakciderdk 1igy szarmaztathaték, mintha a valésagosan miikodé erékon kiviil a merev test
sulypontjdban mégegy @O szogsebességgel forgd koncentrdlt nyomaték is hatna, melynek nagysaga
a szogsebesség négyzetével aranyos.

Ha a forgd merev test statikusan és dinamikusan is kiegyensulyozatlan (84.b. dbra), akkor az
igy kialakul6 viszonyok az el6bbi két eset szuperpoziciéjabol nyerheték. Tehat a redukalt iner-
ciaerdrendszer egy fiktiv er6bdl és egy fiktiv nyomatékbol dll. A fellépd reakciderdk tehat ezek
figyelembevételével szarmaztathatok.

2.3.5. Sulyponti tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték

A 2.3.1. pont szerint a merev test sulyponton atmeng, —ﬁo egységvektorral parhuzamos n ten-
gelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékan a

@1’1: S[?x (—ﬁoxajl_ﬁo dm 1)
~(m)

mennyiséget értjitkk. Legyen az x y z koordinatarendszer a test stulypontjaba helyezett kezd6pon-
ta, egyébként tetsz6leges koordinatarnedszer (85. dbra). A test x tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomatékat megkapjuk, ha (21)-be az

-0 -
n =i
helyettesitést elvégezziik:
sz S[FX(—I‘-X ;)}idm ‘ (22)
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85. dbra

¥4

X

A test belsejében felvett, dm tomeg(i elemi hasab helyvektoranak
—

—— — ——
r=ix+jy+kz

koordinatas alakjat felhasznalva, adodik, hogy

—_— e — —_—— —

ixr:ix(-i’x+‘jhy+kz)=—jz+ky,

majd
s o N i il S S ot
rx (ixr)=|i j k |= i(y +z)-jxy- kxz ,
X y z
amelybdl 0 -z y

- e |22 = = e 22
[rx(ixr)]i:[i(y +z)-jxy—kszi:y + z

Ennek (22)-be helyettesitése utan a

o, = [ "+ DHam (23)

Osszefiiggést nyerjik.

Hasonl6 uton kaphato a test valamely, silyponton atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomatéka a test belsejében felvett elemi hasabok tomegének (dm) és az illet6 tengelyt6l vald
tavolsaguk négyzetének ( QX esetén y* + 77 ; lasd 85. dbrit) szorzatdsszege.

A muszaki gyakorlatban leggyakrabban olyan feladattal allunk szemben, hogy a (tébbnyire

szimmetrikus) test fétengelyeire kell meghatdroznunk a tehetetlenségi nyomatékok értékét. A
kovetkez6kben erre latunk néhany példat.

111



Csizmadia Béla (Szerk.)

Legyen az xy és az yz sik egy homogén tomegeloszlasu test szimmetriasikja (86. dbra).

86. dbra
z
! 2\ ]
Sl L1 az
N
N | z
[l 4 §§,]_ S | .
N

A 2.3.3. pontban leirtak szerint akkor a test x, y, z sulyponti tengelyei f6tengelyek lesznek. Hata-
rozzuk meg az el6zGek felhaszndldsaval a merev test ezen fétengelyeire vonatkozo tehetetlenségi
nyomatékait. Ehhez elszor a (23) Osszefliggések integraljait az egyszer(ibb szamitas érdekében
bontsuk részekre:

: Y
8 :5 xz dm; A = Sy dm;

XX vy
m m
2
e =gz_ dm (24)
Z2
Igy i

9\ = ny + sz
= +

Gy Oxx sz (25)

8, - Oxx K 6)yy

A (24) osszefiiggések els6 két integraljanak elvégzéséhez a dm tomegelem legyen a dA alapte-
riileti £, hoszsztisagu rud tomege (86. dbra 1-es tomegeleme):

dmzic’gdf\
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A (24) alapjan
P 4
2 ? P, v 2 2
. X - - [ = - A‘k. = i
axx g\ dm - 5 gf? v qg 1y mly
m A
2 _ 7 Vo2 _ 2
@sz(y dm S {31 ——ggAlx = mi
Most vélasszuk 2-es tomegelemként az A alapu dz vastagsagu lap tomegét:
dm = j— Adz.
£
2 3 2
2 2
o =52 dm:—zA j‘zdz—iAL:—zAgg—:
zZZ g g 12 g 1
m {
- 52
= m —
12
Igy (25) szerint
N =6 + =m (i 2 o+ fj )
Qx - Cyy 8Zz - X 12
2
_ _ .2 ¢ (26)
Qyﬁexx-i_ezzﬁm(lyhklfz)

L2 2
6 =6+ 8 :m(lX +1y)

z yy XX

Az V. tablazatban 6sszefoglaljuk a legfontosabb szabalyos geometridju testek f6tengelyre vo-
natkozd, mas széval fétehetetlenségi nyomatékainak szamitasara szolgald Gsszefiiggéseket.
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2.3.6. Nem sulyponti tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték
A test sulypontjan athaladé x, y, z tengelyekre (87. dbra) szamitott tehetetlenségi nyomaték
( QX’ Qy, 82) ismeretében lehet6ség nyilik veliik parhuzamos, nem sulyponti tenge-

lyekre ( g N, ,i ) is meghatarozni a vizsgalt merev test tehetetlenségi nyomatékait

(Q,Q,@{).

£ 1

A Steiner-tétel szerint

' 6 +m (7282 4 ESZ) ,
6)7: 8, +m (ﬁ-sz +g’82) ,
sz g, +m ({Sz +gsz) .

Itt m a test tomege, f s’ 7 s’ /(L g atestsulypontjdnak a f 7 /f rendszerbeli
koordinatai.
Lathat6, hogy pl, az 7/ tengelyre szdmitott tehetetlenségi nyomaték a vele parhuzamos, sulyponti
y tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték, valamint a test tomege és a két tengely kozotti
tavolsag négyzete.
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V. tabldzat
M <
egnevezés Qx QL 8,
Korhenger
2
m 2 {2 m, 2 { 1 2
T® ) T® 5 zmR
Karcsu rud % - R2 ~0
2
mﬁ m & (6X—9y-hoz
12 12 . .
viszonyitva el-
hanyagolhat6an
kicsi)
K.. 3 P |
orgylrti henger ) , %m (R2+r2)
m,.2 2 ¢ m 2 2 f
— (R +r"+%) — (R 41 + %) | (vékonyfalu csé+
4 3 4 3 .
nél
r~R 8::.4mR2l
' Vg
Hasdb
m , 2 2 m, 2 2 m , 2 2
o (0" +40) 7@ + £ 5@ +b%)
Gomb
2 2 2 2 2 2
5 m R 5 m R 5 m R
Korkeresztmetsze-
tl lird 2 2 2
2 T3 2 78 3
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87. dbra

2
( g +§ 2) szorzatanak Osszege. Mivel az utdbbi tag (az Gn. Steiner-tag) mindig pozitiv,
S S

igy a nem stlyponti tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték mindig nagyobb a vele parhu-
zamos sulyponti tengelyre szamitottnal.

24. feladat

Hatarozzuk meg a 88. dbra szerinti gépkocsi forgattyts tengely z tengelyre szamitott tehetetlen-
ségi nyomatékat. A tengely egyes részeit a szamitashoz rdmai szamokkal jeloltiik. Az egyes részek
tomegének szamitdsdt nem részletezziik, csak az eredményeket kozoljiik; m = 0,8 kg,

m, =1kg;m =0,5kg;m =1,6kg.

A tengelyt olyan részekre bontjuk, amelyeknek a forgastengellyel parhuzamos f6tengelyére
az V. tabldzat szerint meg tudjuk hatdrozni a tehetetlenségi nyomatékat. Ezt a Steiner-tétel se-
gitségével szamitjuk 4t a z forgastengelyre. Osszetett merev testek esetén az egyes részek azonos
tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékai dsszegezhetdk, igy
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88. dbra
% il I l
)
7 ) S
%;{‘“_‘__";2 3‘ 3
B o s O S O o e

80 |pa |50 |ga 160 pa|50 \pa

ga=40mm t, =30mm l‘2=60mm [ =104mm

Az azonos romai szammal jelolt részek z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka a szim-

metria miatt ugyanakkora, tehat az I-gyel jelolt Osszes rész z tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomatéka az V. tdbldzat szerint

2
m._r

2 -4
gl -, (12—1):0,8.0,02 = 8,2.10 kg m

2

A TI-vel jelolt részek z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékainak sszege a Steiner-tétel
felhasznalasaval:

L. 11 2
e

., ~ & (6, tmpt).

Behelyettesitve az V. tdbldzat szerinti silyponti z, tengelyre szamitott

m

i Mo 2 2
8, = (&7 +ah)

tehetetlenségi nyomatékot:

IL. 1 2 2 -
QZ = 4.[5(0,104 +0,047) + 1.0,032] =7,7.10 # l:kg mzjl :

A III-mal jelolt részek tehetetlenségi nyomatékainak 6sszege a z tengelyre az el6zéekhez hason-
16an:

111,

:2(@22 + m t

II1.
© Ir 2 )

z
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ahol az V. tablazat alapjan

2

g I _ i
z2  "m 2

Ezt behelyettesitve

2
111 0, 02
6 " =2.0,5.7

2 -
+ 0,5.0,06 ) = 3,8.10 : [kg mz} .

A 1V. rész z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka

8 = m =1,6 . :3,2.10'4 [kg m2:|_

A kapott eredmények alapjan az egész forgattyus tengely z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyo-
matéka:

3 3

+ 7,7.10'3 + 3,8,10'3 +0,32.10°° =

- 1,214,107 [kg m‘?‘]

0 =0,32.10
Z

25. feladat:
Mekkora dllandé M, nyomaték sziikséges a 88. dbra szerinti forgattyus tengely n = 2000 ford/
perc fordulatszamra torténd felgyorsitdsahoz, ha a gyorsitasi idé t = 1 s?

[rjuk fel a z tengelyre a perdiilettétel differencialis alakjat:

=N,
Az V. fejezet 2.3.2. pontjaban levé (13) Osszefiiggés szerint

8 &= M_
A vizsgalt forgattyus tengely z tengelyére vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat a 24. feladatban
meghatéroztuk: QZ = 1,214,102 kg m2 ,

A kiindul6 adatokbél az €  szoggyorsulés a I11. fejezet 1.2.2. pontja
szerint hatdrozhat6 meg:

@= 2jln = 6.28.2000 = 12560 {L—J = 209 [—l} .
perc 5
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W= @ +&t, w =0,
0] 0

-1
_w _ 209 s B S
@——t—— s =209 — .

Tehat

M =8 § = 1,214.10'2 . 200 = 2,54 [le
Z A

nyomaték sziikséges a forgattyus tengely tizemi fordulatszamra torténd felgyorsitdsahoz.

2.4. A MEREV TEST KINETIKAI ENERGIA]A

A pontrendszer kinetikai energiaja a IV. fejezet 2.4. pontja szerint:

1 2
E = 5 Z’miv_1

Merev testnél, mivel az egyes pontok sebessége kozott szoros dsszefliggés van, a kinetikai energia
egyszeriibben is kifejezhetd. Legyen a stulypont sebessége A‘?s , a pillanatnyi szogsebesség pedig
O = ¢ 1O (89. dbra).

89. dbra

Tetszbleges A pont sebessége
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1 — 1 -
E ==V Svdm —l——\gr(wx r) vdm
2 2
A két tagot kiilon vizsgdlva:
— —_ - — 2
v vdm =v_mv_ = mv ;
S S s S

mivel az V. fejezet 2.1, pontja értelmében 5 Vdma merev test mozgdsmennyisége.
A masik tag:

Mivel az integrdl kifejezés a 2.3.1. pont szerint a stillypontra szamitott perdiilet alapértelmezése.

—- - -0 2> —
Ha figyelembe vessziik, hogy ¢y = @ nC ,és n ﬂ's = J(n’

9]
¢
=]

A (11) dsszefiiggés figyelembevételével végiil is a mdsodik tag:
> > - 2
(Wxr)vdn =W Qn ;
ahol 8 n % _EO egységvektorral meghatdrozott suilyponti tengelyre vonatkozo tehetetlenségi

nyomaték. Igy a merev test kinetikus energidja:

2 2
E=imv + 3 0 . (26)
p S 2 n
Vizsgaljunk most néhany specidlis esetet. -
A kinetikai energia haladé mozgds esetén (> = 0 ).

1 2
E E m VS
A kinetikai energia sulyponti tengely koriili forgds esetén  ( vy T 6.-)
1 2
E=5 68 .
2 n
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Es végiil a kinetikai energia nem stlyponti tengely koriili pillanatnyi forgds esetén (90. dbra).

90. dbra

\e¢

<Y,

Pillanatnyi forgastengely legyen f

E = - mv . + -
- 2 S 2 Tn
Hatdrozzuk meg a stlypont v, sebességét:

1 2 2
E = Q—(mrS -+ Qn)co .

A 2.3.6. pontban leirt Steiner-tétel szerint a zardjelben levé kifejezés éppen a forgastengelyre
szamitott tehetetlenségi nyomaték:

2
&= 60 + mr
£ n s
Vagyis a merev test kinetikai energidja barmilyen ( (f) tengely koriili elemi forgdsndl kiszamithaté
a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték és a pillanatnyi szogsebesség ismeretében

2

A kinetikus energia kiszamitasi moédjanak ismeretében most mar merev testek esetében is alkal-
mazni tudjuk a munkatételt.

E =i @fcaz., 27)
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2.5. MUNKATETEL

Tekintsiik a merev testet tomegpontrendszernek (IV. fejezet 2.4. pont)!

91. dbra

Vegyiik a merev test i és k jelt két pontjat (91. dbra), melyekre fennall

V.l = Vk +& X rki (28)
— —
B. és B. . bels6 erék. A belsd erdk teljesitménye:
ik ki
P B.v +B v
bik ~ ik'i | ki 'k
A bels6 er6k —B; = - Ek dualitasanak (hatas-ellenhatds torvényének) figyelembevételével:
i i

- - —
Poik = B (V5 Y
Ide (28)-at behelyettesitve:

P =B (@x T
bik ~ Cik ' Ty

—

. . o
mivel B,  pérhuzamos I . vektorral.
ik ki

Tehat a bels6 erok teljesitménye és igy a munkaja is zérus:
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Mivel a bels6 erdk teljesitménye és munkdja zérus, a munkatétel a tomegpontrendszerre meg-
adotthoz képest egy kicsit mddosul:

E =P

Szavakban:

— A merev test kinetikai energidjdnak ido szerinti els6 deriviltja egyenld a testre hato dsszes kiilsé
erd teljesitményével.

— A merev test kinetikai energidjdnak A, B pontok kozotti megviltozdsa egyenld a testre haté Osszes
kiilsé eré A, B pontok kizitt végzett munkdjaval.

2.6. FELADATOK ALLO TENGELY KORUL FORGO MEREV TESTEKRE

A feladatmegoldasok el6segitésére a VI. és VI tdblizatban Osszefoglaltuk a haladé és az allo
tengely koriili forgdmozgas megfelelé fogalmait és tételeit.

A tablazatbol is lathatd, hogy a haladé és forgémozgas kozott tokéletes a formai hasonldsag.
A tovébbiakban néhany elvi és szamszeriien megoldott feladat segitségével mutatjuk be az el6z6-
ekben elsajatitott ismeretek alkalmazasanak lehetéségeit és modszerét.

A feladatok megoldasa soran hasznalni kivant alaptételeket az anyagi pontra érvényes I. tdb-
ldzatban leirtak szerint valaszthatjuk ki, figyelembe véve az anyagi pont és az allé tengely koril
forgémozgast végz6 merev test megfeleld fogalmai és tételei kozti analogiat (VI. VII . tabldzat).
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2.6.1. C sapagysurlodds kisérleti titon valé meghatdrozdsa

Hatarozzuk meg kisérleti titon a 92. dbrdn vazolt lendkerék csapagyaiban ébredé surlddasi nyo-

matékot, ha a lendkerék forgastengelyére szamitott tehetetlenségi nyomatéka ismert.

VL. tdbldzat

Halad6 mozgas Mert’ek- Forgémozgis Mertfe k-
egység egység
Pélyamenti elmozdulas m Szogelfordulds 1
s = s(t) (F = -1;50
P=p®
Sebesiég Szogsebesség - 1/sec
V= dr(t) s V= ds(t) m/sec @ = T{G.)(t)
dt dt
w (t) = d(P (t) /dt
Gyorsulés Szoggyorsulés
7 = th); a = dv(t) m/sec2 <_5’=1-<.£(t) l/sec2
dt t dt
E(t) = dw (1)
dt
Tomeg m kg Tengelyre szdmitott
L. kgm™ =
tehetetlenségi nyo-
maték Qz = Nms
Eré F N Tengelyre szdmitott
p Nm
nyomaték Mz
Mozgdsmennyiség ko m Tengelyre szamitott Nms
> —& T _ Ns perdiilet '’ = 68 w .
I = mv s z z
E_1; Simpulzus kgm _ Nyomatékimpulzus
F . ode s NS M_.dt R
Mozgési energia Mozgési energia
1
E = = mv2 Nm E=£9w2 Nm
2 2 Tz
=2
Munka W = F.dr =T ds Nm Munka W = Mzc}Cp Nm
Teljesitrp’ég‘y Nm Teljesitmény Nm
P=F.V=Ftv s P=Mza) s
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VILI. tabldzat

Tétel Halad6émozgis Forgémozgis
Az impulzus illet- I=F JTZ = Mz
ve perdiilettétel a d(m. V) .
mozgis alapegyen- d; = F d( Gza))
lete =M
- = dt z
m, a=F
6z ‘6 - Mz
1 2 1 2 1 2 1 ) 2
= _ - — = —_ -— w =
Munkatétel 5 MV -5 mv, F s 3 GZCD 59 @ MZ @

Haaz (3 1 szogsebességre felgyorsitott lendkereket a meghajté motortol hirtelen szétkapcsoljuk,
az allanddnak feltételezhetd surlédderdk R/TS nyomatékanak hatasdra egyenletesen lassuld
mozgast végez és (?)’_ szogut megtétele utan megall.
[rjuk fel a merev testre a munkatételt:

. , By =B = W
Itt E 2= 3 QZ w 1@ kezdeti kinetikus energia, E, = 0 pedig a végs6 kinetikus energia.

A kezdeti és végs6 allapot kozott végzett munka

2
lezj o A
1

=y
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—
mivel csak az MS nyomaték hat a testre. A 92. dbrdin bejeloltek helyettesitése utan:

Ezeket a munkatételbe helyettesitve:

1
-E@&) _-MsiDlZ

ahonnan QZ ) 1
M = ——— " (30)
S 2 cpl 9

Igy a surl6dasi nyomaték meghatarozasahoz a forgéstengelyre szémitott tehetetlenségi nyomaték
ismeretén kiviil, mérniink kell a szogsebességet, ill. a fordulatszamot a szétkapcsolas pillanata-
ban, valamint egy fordulatmérével a megtett fordulatok, illetve a q) 12 szogelfordulds nagysagat
a megallasig.

Ez a mddszer csak akkor alkalmazhato, ha a csapagysurlodderd fiiggetlen a fordulatszamtol
és allandonak tekinthetok.

26. feladat:

Egy R = 2 m sugart hengeres m = 6.10° kg tomeg( lendkerék t = 0 iddpillanatban n = 130/min
fordulatszdmmal szabadon forog. A csapdgysurlodds miatt a t idépillanattdl szdmitott N = 1610
fordulat utan megall. Mekkora volt a csapagysurlédasbol adodoé fékez6é nyomaték?

At idopillanattdl a megallasig megtett szogelfordulds

¢= 27N = 2.3,14,1610 = 10100 [radidn].

A tehetetlenségi nyomaték a forgastengelyre a V. tdbldzat szerint:

1 2 1
@Zw-jl“n R —56.10

2
3.4 kg m2 = 1,2.104 [kg m].

A sz0gsebesség a t, idSpillanatban:

275 2.3,14,
o Jlﬂ: 3, 4130213,6[1/5].

1 60 60
Végiil a (38) szerint a fékezényomaték:
2
8 @ 4 2 i 2
M = 22 1 21,2.10.134,6 - 110 }\g;n
: ¢ 2.1,01.10 s

M_ = 110 [Nm].
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2.6.2. Forgdstengelyre szdmitott tehetetlenségi nyomaték meghatdrozdsa kisérleti titon

A gyakorlatban sokszor nincs lehetéség arra, hogy a merev test forgéstengelyre szamitott tehe-
tetlenségi nyomatékat, mint a 14. feladatban, szamitassal meghatarozzuk. A merev test bonyo-
lult geometriai alakja, geometriai tengely és forgastengely kozti eltérés bizonytalansagai mind
megnehezitik a szamitast. Ezért ilyenkor a forgdstengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékot
kisérleti uton kell meghataroznunk.

A (30) egyenletbdl az M fékezényomaték ismeretében a

2
“Ms CP12

z W 2
1
Osszefiiggéssel a tehetetlenségi nyomaték is szamithatd. Ha ezt a modszert akarjuk felhaszndlni
példaul egy nagyteljesitményt villanymotor forgorész tehetetlenségi nyomatékanak a meghata-
rozasara a beépités helyén, bizonyos nehézségekbe titkoziink. Egyrészt nagy tehetetlenségi nyo-
maték és kis fékezé nyomaték esetén a kisérlet ideje hosszi. Masrészt a fékezényomaték értéke
csak csapagysurlodas altal vald fékezés esetén ismeretlen, ill. csak kozelitéen hatarozhaté meg.
[rjuk fel ezért a munkatétel differencidlis alakjat:
E =P
S

A (27) 0sszefliggés szerint a kinetikus energia dsszefliggését behelyettesithetjiik:
2
w 6,
)
dt S
ahol P az iiresjarati veszteségteljesitmény. A differencialast elvégezve:

d (

@Q)_szp )
z dt S

Mivel @z allando, egy meghatarozott idépillanathoz tartozoé értékek helyettesitése és rendezése
utdn

9 - PsA
z dG)A
W
A dt

a keresett tehetetlenségi nyomaték.
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Ha villamos iton megmérjitk az (J, sebességhez tartozd P, értékét, és a forgorész lassuld-

& d
©a
sakor felvettitk az (O =(J(t) fiiggvényt, az (,)A érték a 93. dbra szerint meghataro-
76, mivel
. _ dw A
= . = — O-) —_——
B AB tgor = W Atg o T

93. dbra

~7

/ :UA;%;%-—_

Ha a villamosmotorral valamilyen mas merev testet hajtunk meg, e modszerrel az egész rendszer
tehetetlenségi nyomatékat is meghatarozhatjuk, azaz ilyen moédon altalanosan is alkalmazhaté
ez a modszer.

2.6.3. Lendkerék méretezése

A valésigos szerkezetekben (gépekben) az M, hajtényomaték és az M ellendllasnyomaték az
id6 fuggvényeként valtoznak (pl. dugattyus gépek esetén). A szerkezet hol gyorsuld, hol lassulo
mozgast fog végezni, minek eredményeként (D is valtozni fog az id6 fiiggvényében (94. dbra).
Vizsgaljuk meg, hogy ez a kedvezétlen szogsebességvaltozas adott hajto- és ellenallasnyoma-
ték esetén mitdl fiigg, és hogyan lehet ezt csokkenteni!
Ha M, < M lassul, ha M, > M_gyorsul a rendszer.

Allandésult izemben () 1= @ 3 és a mozgast liktet6 forgdbmozgasnak nevezziik
(94. dbra).

128



Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

A perdiilettétel integralis alakjabol:

t

6 (W, @) =5 (M, -M_) dt = A 3

t
1
(31)
%3
- = -M )dt = A, ;
8,(@,- @) = (v -M) ,
t2
Osszevonva a két egyenletet:
@Z B (G)S-Q)l) - Al ) A2 ’
mivel
g =0, =0 iy Sty
Legyen
w
¢ . _ max * wm'm (32)
: k 2
a luktet6 forgdmozgas kozepes szogsebessége és
W
cg: max - ©min (33)
wk
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a liktet6 forgdmozgas egyenl6tlenségi foka, amely a kozepes szogsebességtdl valo eltérésre jel-
lemzd. A 94. dbra szerinti (O, = GJm. , O, = &)max, azaz a (33) lalapjan

1 in 2
W -0 =w -p  =dw
2 1 max min k ’

masrészt a (31)-bol A

o - = T

8z
tehat
A
Jw -—1 (34)
k QZ :

Az egyenl6tlenségi fok tehat a nyomatéki viszonyokon kiviil a kzepes szogsebességtdl és a
forgastengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéktol fiigg.

A tehetetlenségi nyomaték novelésével az egyenl6tlenségi fok csokkenthetd.
A (34)-bdl tehat

a év egyenl6tlenségi foka litkteté mozgas biztositasahoz sziikséges tehetetlenségi nyomaték.
Ha a gép forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka ennél kisebb, lenditékerék
felszerelésével kell a sziikséges 6 ” értéket biztositani.
Természetesen a & ” értékét nem lehet korlatlanul novelni, mivel a perdiilettétel szerint

(e - é = Mi) igen nagy nyomaték lenne akkor sziikséges a szerkezet inditasdhoz.

A valosagos szerkezetek (gépek) esetében nagyon sok esetben az M, és M, nyomatékok vélto-
zdsaa 90 szogelfordulas fiiggvényében adottak (95. dbra).

95. dbra
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Ekkor a munkatételbdl induljunk ki:
-E. = ,
= 3 1 kL 13

9 P3
2w 2. w? = M -M)dp=B. -B
7 (@ 1 _f(he(P_lZ’

f1

w.

mivel
3 1

£
Il

liktet6 forgomozgas esetében.
Hatarozzuk meg itt is az elSirt (5\, egyenl6tlenségi fok mozgast biztosité & értékét.
A munkatételbdl z
7,
82@2 632)— (M. -M )d@= B (35)
2 (& 1) =) MymM)dp= 5,
1

ugyanakkor (32) és (33) felhasznélasaval

2
= 62 a)k 6\&)1( = Qzé\wk .

Ezt (35)-be helyettesitve, és onnan & . -t kifejezve:

5)

Q:___.
= c%)i

az elGirt év egyenldtlenségi foki mozgas biztositasahoz sziikséges tehetetlenségi nyomaték.



Csizmadia Béla (Szerk.)

2.6.4. All6 tengely koriil forgé merev testek kiegyensiilyozdsa

A 2.3.4. pontbdl lathattuk, hogy mennyire fontos a nagyfordulata alkatrészek kiegyensulyozat-
lansagainak megsziintetése a csapagyakban ébredé dinamikus gerjesztéerdk és a szerkezet rezgé-
seinek csokkentése érdekében.

2. 6. 4. 1. Statikus kiegyensiilyozds

A statikus kiegyensulyozas célja, hogy a forgastengelyt silyponti tengellyé tegyiik, s ezéltal elttin-
jon a forgd test inerciaerérendszerének F, eredd vektora V. fejezet 2.3.4. pont).

Vagyis a csapagyakban keletkez6 reakciderék ( A és B )nagysdga és irdnya csak a stilyer6tol
fuggjon, és fuggetlen legyen attdl, hogy az alkatrész forog-e vagy sem. Ez gy érhet6 el, hogy
hozzdadunk a merev testhez m_statikusan kiegyenstilyozé tomeget.

A gyakorlatban a gyartdsi pontatlansagok miatt mindig szamitani kell az utélagos kiegyen-
stlyozas miiveletére, amit mar a gyorsan forgd alkatrészek gyartasakor is figyelembe vesznek
olymédon, hogy pl. a test homloksikjaiban a kiegyensulyozé tomegek elhelyezésére alkalmas
korgytirt alakua hornyokat képeznek ki (96. dbra).

A statikus kiegyensulyozas a forgd test sulypontja helyzetének ismeretében elméletileg egy-
értelmien elvégezhetd. A gyakorlatban azonban a sulypont koordinatdinak pontos helyzetét
a gyartasi pontatlansagok miatt gyakorlatilag lehetetlen megallapitani. Ezért a gyakorlatban a
statikusan kiegyensulyozo tomeg nagysagat és helyét az agynevezett statikus kiegyensilyozas
miiveletét elvégezve hatarozzuk meg. A statikus kiegyensulyozast lehet6leg a forgorész sajat csa-
pagyaiban, vagy azokhoz hasonlé megtamasztasokban végezziik, hogy a kiegyensulyozas és az
tizemelés soran keletkezé forgastengelyek azonosak legyenek (96. dbra). A statikus kiegyensulyo-
zast két szakaszra bonthatjuk:

1. A forgé alkatrész homlokfeliiletén arra alkalmas helyen (pl. a mar emlitett, erre a célra ki-
képzett horonyban) addig helyeziink taldlgatassal kiegyensulyozd tomegeket, amig az alkat-
rész tetsz6leges helyzetbe forditva nyugalomban marad.

96. dbra

| L : _1

Ilyenkor a kiegyensulyozatlan témeg max. statikai nyomatéka a forgdstengelyre mar kisebb az M_
gordiilési ellenallasnal és nem tudja a kiegyensulyozandé alkatrészt mozgasba hozni.
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97. dbra 98. dbra

2 2

1 223 4 556 71 6 5'5

2. Ezek utan a forgoérész homlokfeliiletén azt a hornyot, ahol a kiegyenstilyozo tomegeket kivan-
juk elhelyezni 6-8 egyenlé részre osztjuk (98. dbra). Allitsuk be a forgérészt gy, hogy az 1-4
atméro legyen vizszintes helyzett (98. dbra). Fokozatosan néveljiik az m'| tomeg értékét, amig
az alkatrész éppen megmozdul. Ezutdn vegyiik le az m', témeget és forditsuk el az alkatrészt egy
osztassal, hogy a 2—5 atmér6 legyen vizszintes helyzetd és ismét hatarozzuk meg a testet nyugal-
mi dllapotdbol éppen kimozdité m', témeg értékét.

Elvégezve a mérést minden osztasra és az eredményt diagramban felvéve a 97. dbrdhoz hasonld
fuggvényt kapunk.

Kénnyen beldthato, hogy az m'_ helyzetben a kiegyensulyozatlan stlyerdk forgastegelyre szd-
molt nyomatéka maximélis és az m’'__témegre hat6 stlyerék nyomatékéval azonos elGjele (99.a.
dbra).

Azm'__helyzetben a kiegyenstlyozatlan sulyer6k forgdstengelyre szdmolt nyomatéka maximalis
ésazm’__tomegre hat6 stlyerék nyomatékaval ellentétes eldjelt (99.b. dbra).

99. dbra

A diagram felvételekor azokat az m', tomegeket hatdroztuk meg, melyek sulyerejének nyomatéka
a kiegyensulyozatlan forgorész sulyanak forgastengelyre szamitott nyomatékaval egytitt éppen az
M, ellendllasnyomatékkal egyenld.

(€Y)



Csizmadia Béla (Szerk.)

e

Azaz az l’l’li g m g{: Me; erérendszer egyensulyi, ahol ﬁ'e allando, mivel hatarhelyze-

tet vizsgaltunk: e e .
rm,ixmi’ngrsxm.g—kMe:O, (36)

ahol ;:n’i = - —i*rm; —;‘S pedig a forgorész stlypontjanak helyvektora.

m 1 mrs

Az (36) Osszefiiggést a két hatdrhelyzetre alkalmazva (97.a) ill. b) dbra), amikor

r =-1r . r =1r
S s S s
T -1 T-KM =0
-ir xm’ . -ir me - =
m min & * mg ’
Tr_ xm g+ g-KM =0
-ir ’ ir x meg - =
max & S g e *
—
Ezeketa K vektorral végigszorozva
m’ . +r mg-M =0,
“m "min & s & e (37)
r m’ -r mg-M =0, (38)
m = max © s T8 e

Az (38)-bol (37)-t kivonva az ismeretlen M_ kikiiszobolhetd, és csak r marad ismeretlen, ami
innen mar kifejezhetd:

max min (39)

A forgoérész stulypontja E‘; = TI‘S helyvektoranak ismeretében (99.b) dbra) meghataroz-

-
hato az ?m =-1T pontjdban alkalmazandé kiegyenstlyozé m_témeg. Ennek tehat az

elézbek szerint akkordnak kell lennie, hogy m és m_témeg témegkozéppontja az origéba, azaz a
forgastengelybe essen:

R —
T m_ +rm
T. _m S s
m + m :
s
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" —‘—b /4 - I L 4
Ebbél T, o8 T helyettesitése utan

0=-ir m 4+ir m /i
m S S
mr
S
m = .
S T
m

Ebbe az (39) dsszefiiggést helyettesitve az 5' pontban elhelyezend§ kiegyensulyozo tomeg a sta-
tikus kiegyensulyozashoz:

A statikus kiegyensulyozas a fentiekbdl lathatoan barmely xy sikkal parhuzamos metszetben
torténhet.

Ha a gordiil6 ellenallas, vagy az éltala okozott hiba elhanyagolhatd, statikus kiegyensulyo-
zaskor a 2. alpontban leirtakat nem kell elvégezni. Levezetés nélkiil is konnyen belathato, hogy a
gordiilé ellenallas altal okozott hiba ebben az esetben

M
e

Yal M, = 7 nagysagiraadodik.
m

Meg kell még jegyezniink, hogy statikus kiegyensulyozaskor a forgastengelyt mindig vizszin-
tesre kell beallitani, és a tengely felfekv$ atméréi csak egyformak lehetnek. Ha golydscsapagyas
bakokon végezziik a statikus kiegyenstlyozast, a gordiild ellenallas kicsi és egyszertbb esetekben
elhanyagolhato.

2.6.4.2. Dinamikus kiegyensiilyozds

Hogy dinamikusan kiegyensulyozottd tegyiik a forgorészt, a 2" tengelyt tehetetlenségi fGtengely-
lyé kell tenni.

A gyakorlatban a forgastest dinamikus kiegyensulyozatlansaganak mértéke, ami a gyartasi
pontatlansigokbol adédik, pontosan nem hatdrozhaté meg. Igy a dinamikus kiegyenstlyozést
is a statikus kiegyensulyozashoz hahasonldan kisérleti uton, igynevezett dinamikus kiegyensu-
lyozo6 gépeken végzik. Minden kiegyensulyozé géptipusnal a dinamikus kiegyensulyozatlansag
mértékére, illetve megsziinésére a kiegyensulyozatlan inerciaerék altal keltett lengésekbdl lehet
kovetkeztetni. A dinamikus kiegyensulyozasra szolgald géptipusok altaldban alkalmasak a forgd
merev test statikus kiegyensulyozdsara is. Az egyik, itt vizsgalt kiegyensulyozé géptipusnal az
inerciaer6-rendszernek azt a tulajdonsagat hasznaljuk fel, hogy a forgastengely 0 pontjdhoz redu-

— —
kalva azt, FI eredd fiktiv erét és M

Ol fiktiv eredé nyomatékot kapunk eredménytil (lasd V.

fejezet 2.3.4. pont, 84.b) dbra).
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A kiegyensulyozé gép egy alapkeretbdl (K) all (100. dbra), mely két egymadsra meréleges ten-
gely koril végezhet leng6é mozgast (s; d). A keretre két csapagybakot helyeziink (B), melyekre
felerdsitjiik az A kiegyensulyozand6 alkatrészt. Kiegyensulyozéskor az A alkatrészt ¢J o= const
szogsebességgel forgatjuk.

Az alkatrész z forgastengelye parhuzamos a gép s un. statikus tengelyével. A d un. dinamikus
tengely erre merdleges. A z és s tengelyek altal meghatdrozott stk mer6leges a K alapkeret sik-
jdra és egyben az s és d tengelyek dltal meghatdrozott sikra. Bocsdssunk azs és d tengelyek 0,
metszéspontjabol merdlegest a z tengelyre, igy megkapjuk az 0 pontot, és képzeletben ide redu-
kaljuk az inerciaerérendszert. Mivel egyenletes (0 o Szbgsebességgel forgatjuk az A alkatrészt,
a 2.3.4. pontban leirtak szerint az 0 pontba redukalt inerciaerérendszer

F_és R/:IB] vektorai merdlegesek lesznek a z tengelyre és ezzel az s tengelyre is.

I

Ugyanakkor a 2.6.4. pontban elmondottak szerint az FPTI és Iﬁ\ZEJ] vektorok az alkatrésszel egytitt

a)o szOogsebességgel forogni fognak a z tengely koril. Ebbél kovetkezéen a forgd FPTI erda K

keretet csak az s tengely koriili, a forgd R/:IB] er@par pedig csak a d tengely koriili lengésre

kényszeriti. Akkor lesz a 2.6.4. pont szerint az alkatrésziink statikusan és dinamikusan is ki-

— —— - —
egyensulyozott, ha FI =0 és MOI = (), azazalengések megsziinnek.

100. dbra

Ezen a gépen tehat egymds utdn a statikus és dinamikus kiegyensulyozas is elvégezhetd.
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Haa d tengelyt mereven rogzitjiik, akkor a rendszer csak az s tengely koriil végezhet lengéseket

az F_ er6vektor hatdsara.

I

Haaz s tengelyt rogzitjiik mereven, akkor a rendszer csaka d tengely koriil végezhet lengé-

seketaz M nyomatékvektor hatdsdra. Az R rugok a lengések fenntartdsara szolgalnak.

0I
A kiegyensulyozast a d tengely rogzitésével kezdjiik, majd egyenletes «J)  szogsebességgel
forgasba hozzuk a kiegyensulyozand¢ testet. ©

——
A rendszer az FI erdvektor hatasara lengésbe jon. A lengéseket a homlokfeliileteken elhe-

—
lyezett m és m, tomegekkel kompenzaljuk. Ezt akkor érjiik el, ha C

ol F_  ahol
l+ 12—- I,aO

C ) és C . —akiegyensulyoz6 tomegekre hatd inercia er6k. Ahhoz, hogy az m és m, téme-
gek az inerciaer6-rendszer M eredé nyomatékat ne mddositsak, a tomegek nagysagat és

0I

helyét tgy kell megvélasztani, hogy EI X Cl + f; X (-]E =0 legyen (100. dbra).

Ezt elérhetjiik, ha az m ; m, témegek és a z forgastengely egy sikba esnek és

cl.El:cz.ﬁz.

Az igy megvalasztott tomegekkel a statikus kiegyensulyozast elvégeztiik. Az eredményt a len-
gések megszlinésébdl érzékeljiik. .
Ha ezutdn az s tengelyt rogzitjik, a rendszer a d tengely koril leng az MOI nyomaték

hatdsdra. A homlokfeliileten elhelyezett m', és m', tomegekkel az K/IPOI nyomatékvektort is ki-

egyensulyozhatjuk. A lengések akkor sztinnek meg, ha
—— — —— — - — ———
r, X C ? ’ C ’ -
1 1 +r 5 X Ly + M 01 0,

— - —-
ahol C ’l és (C’azm' ésm’, tomegekre hatd inerciaer6k. Hogy az inercia-erérendszer eredd

erévektora kozben ne valtozzon, az m', és m', tomegek nagysagat gy kell megvalasztanunk,

hogy 61 + E}E = 0 legyen. Ezt elérhetjiik, ha az m'; m', tomegek és a z tengely egy sikba
esnek, azm', és m’, tdmegek a z tengely kiilonboz6 oldalain vannak és C 1 = C’2 (100. dbra).

Merevnek tekinthetd testek esetében a kiegyensulyozast az alkatrész rezonancia-frekvenci-
ajan végzik. Kevésbé merev testek esetében a kiegyenstlyozas csak az iizemi fordulatszamon
végezhetd el, mert az inercaier6k a forgorész tengelyét hajlitjak és az alakvaltozasok pedig az
inerciaeré-rendszert valtoztatjak meg, s igy a kiegyenstlyozas mértéke a fordulatszam fiiggvé-
nyévé valik.



Csizmadia Béla (Szerk.)

2.7. FELADATOK MEREV TESTEK CSUSZASMENTES GORDULESERE
Az ilyenfajta problémék vizsgélata soran kétféle kérdés szokott felvetédni. Mivel altaldban arra
toreksziink, hogy szerkezteinkben ne j6jjon létre cstiszas az egymason elgordills alkatrészek ko-
z0tt, az els6 feladat a csiiszasmentes gordiilés feltételeinek, a masodik feladat az igy mozgé testek
kinematikai és kinetikai jellemzéinek meghatdrozasa.

A megoldas soran el6szor feltételezziik, hogy a vizsgalt testek nem cstisznak meg egymadson,
tiszta gordiilés jon létre. Ennek feltételezése alapjan a mozgasra jellemz6 egyes kinematikai jel-
lemz6k kozott az V. fejezet 1.3.4. pontja szerint meghatarozott kapcsolat all fenn. Ezek felhaszna-
lasaval a kinetikai alapegyenletekbdl (impulzus és perdiilettétel) a gordiil6 alkatrészek érintkezé-
si pontjaban fellépé K kényszerer6 N és S komponensei meghatdrozhatok. Az igy meghata-
rozott kényszerer6-komponensek azonban a valdsagban csak akkor Iéphetnek fel, ha koztiik az
8= A N Coulomb-féle egyenlétlenség fenndll. Ha ez nem dll fenn, az egyenleteink felirdsa

0
soran tett feltételezésiink nem volt helyes, azaz a test nemcsak gordiil, hanem meg is csuszik.

Haaaz S = M N Osszefiiggés fenndll a kiszamitott kényszererd komponensekre, akkor az
0

el6bb emlitett egyenletekbdl a gordiilé test kinematikai jellemzéi is kiszamithatok.
Ezen gondolatmenet utan a szamitas végrehajtasat konkrét példakon mutatjuk be.

27. feladat:
Vasiti mozdony egyik tengelyére jut6 tengelynyomads G, = 2.10* N. A tengelyen levd kerekek su-
garar = 0,5 m. A kerékpdr és a tengely egyiittes tehetetlenségi nyomatéka a, silyponton dtmend
forgéstengellyel parhuzamos tengelyre © <= 137 kg m?, tomegiik m = 1095 kg. A gordiil6 el-
lenéllas karja k = 5.10° m, a sin és a kerekek kozti surlodasi tényez /UO = 0, 23.
A mozdony . = 10 hajlasszogu lejtén halad folfelé. A vizsgalt tengelyre haté M =3000 Nm
nyomaték esetén megcsusznak-e a kerekek (101. a. dbra)?

A kerékparra hato erérendszer: IT/[': C_}T ; I(P(] 01.b. dbra). Az er6k meghatarozasahoz irjuk
fel az impulzustételt (A kerékpart a tengellyel egyetlen merev testként vizsgaljuk):

S -

I[=G, + K.
t

——

—
Ezt palyairdnyt, majd arra merdleges | és j egységvektorokkal végigszorozva:

ma, = - Gt sino¢ + 2 S, (40)
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O:QN-GtCOSOC.
Az utdbbibdl
Gt cos ¢

2 ¥

4
N = 21—090—9@ :1.104 [N].

Az els6bdl pedig latszik, hogy S meghatdrozdsihoz ismerniink kell a silypont a, gyorsuldsanak
értékét. Ennek érdekében irjuk fel a perdiilettételt a sulyponton atmend, forgastengellyel parhu-
zamos tengelyre (101. b. dbra)!

101. dabra

.
~

JLS:M—ZKN-2rS

y

@SazM-sz-2rs.
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Behelyettesitve az N értékét és figyelembe véve a gordiilés esetére érvényes
v a
B N 5 =d):£
r r
kinematikai Osszefiiggést (lasd 21. feladat).

i) =

ae Gt COS &
@S ? =M - 2 k _—é‘ - 2 SI‘ .
Ebbdl 9
Mr - krGt cosX - 2 Sr
a, - N 1Y
Qs

Ezt behelyettesitjiik S meghatarozasa érdekében a (40)-be

m M r —mkrGtcosoc,-ZrnSr2

3 =

S

= - Gt sino. + 2 S ,
Rendezés utan az
mr (M -k Gt cosX) + G, ©  sinc
S = :

2
2( @S +m 1)
Osszefuiggést kapjuk. A szamszer( értékek behelyettesitésével:

- 4
g - 1095.0, 5(3000-5. 10 5.2.10 .0,999) + 2.104.137.0,017

2(137+1095, 0, 25) ;

S = 2050 [N].
N = 0,23.10° [N]= 2300[N].

Tehat S < },1 ON, ami azt jelenti, hogy az adott nagysagu nyomaték mellett a kerekek még nem

csusznak meg. Mivel feltételezéstink helyes volt és gordiilés van, igy az eddig felirt 6sszefiiggések
is helyesek. Tehat (55)-b6l a merev test stlypontjanak gyorsulasa szamithato:

3000, 0, 5-5. 10-5. 0,5.2. .104. 0,999-2,2050.0, 52
a =
e 137

a_ = 3,46 [m/szj
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28. feladat:

Egy varrégép D, = 500 mm 4tmérdjti lenditékerekét D, = 21,4 mm atmér6jii surlodokerékkel
n2 = 60 I/perc fordulatszdmmal hajtja egy P, = 147 mN/s teljesitményt, n, = 1400 l/perc fordu-
latszamu villamosmotor (102. a. dbra).

102. dbra

Mekkora legyen a kerekeket dsszeszoritd erd P o = 0,2 surlodasi tényezd esetén, hogy a két kerék
ne csusszon meg egymason? A szoritéeré meghatarozasahoz vizsgaljuk kiilon a meghajt6 kere-
ket, a lendit6kerékrdl atad6do erd figyelembevételével (102. b, dbra). Irjuk fel a perdiilettételt az
1. kerék forgastengelyére (a):

T =M azaz
a a’
@a & = Ml - RlS . (42)
-
Mivel n,=4dll, (0, =4dll,az & = ( , tehdt (42)-bdl
M
g - 1 (43)
Rl
Az M, hajtényomaték a teljesitmény és a fordulatszdm ismeretében szamithato
P P
M. = 1 1 3 147 1 [ NJ
1 B - - miN].
By adm, 2.3,14, 1400
60
Ezt felhasznalva a surlddderé (43)-bol:
1
10,7.10
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A cstszasmentes gordiilés feltétele, mint lattuk: S = /UON , vagyis
> S 93,5
= _—lu 0.2

Tehat a csiszasmentes gordiilés megvaldsitasahoz a minimalis 6sszeszorito erd 467,5 N. kell le-
gyen.

N = 467,5 [N].
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VI. MEREV TESTEKBOL ALLO SZERKEZETEK MOZGASA
1. Merev testekbdl all6 szerkezetek kinematikaja
1.1. MEREV TESTEKBOL ALLO SZERKEZETEK SZABADSAGFOKA

Altaldnosségban a rendszer szabadségfokainak szémén azoknak a fiiggetlen véltozoknak a szé-
mat értjiik, amelyek megadasa a rendszer helyzetének egyértelmii meghatarozasahoz sziikséges
(lasd V.1.1.1. pont és Statika c. targy). Szabad testekbdl all6 rendszer szabadsagfokat megkapjuk,
ha merev testek i szamat szorozzuk térbeli esetben hattal, sikban harommal. s = 6, illetve s = 3i,
i szabad merev testbdl 4ll6 rendszer szabadsafgoka térben, illetve sikban. A merev testekbdl allo
szerkezetekben a merev testek szabadsdgfokainak egy részét a merev testek mozgéasat akadalyozd
kényszerek lekotik. Az i merev testbdl allo szerkezet szabadsagfokat megkapjuk, ha az i szabad
merev testbdl allé rendszer szabadsagfokainak szamébdl levonjuk a merev testeket rendszerré
Osszekotd kényszerek altal lekotott szabadsagfokok szamat.

Térben s = 6i-s,, ahol s — a szerkezet szabadsagfoka
Sikban s = 3i-s,, s, — a kényszerek altal lekotott
szabadsagfokok szama
1.2. MOZGAS-ATVITEL MEREV TESTEKBOL ALLO NEHANY EGYSZERU SZERKEZETBEN
A gyakorlatban leggyakrabban egyszabadsagfoku szerkezetekkel talalkozunk. Itt az egyik merev
test (meghajtott) mozgasviszonyait ismerjiik, a tobbi elem mozgasviszonyai meghatarozhatdk.
1.2.1. Fogaskerék hajtds

Merev test all6 tengely koriili forgdmozgasat alakitja at egy masik merev test all6 tengely koriili

forgémozgasava. Megkiilonboztetiink kiilsé és belsé fogazasu fogaskerék hajtast. Kiilsé fogazas-
nél a forgdsirany ellentétes, bels6 fogazasnal azonos (103. dbra).

103. dbra
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A fogaskerék hajtas szabadsagfoka

s = 0Ji —sk:S.Z - (24241) =1

ahola 0, és 0, csuklo két-két, P pontbeli sima feliileten valo érintkezés egy szabadsagfokot kot le.

?

Sebességviszonyok:
A fogak érintkezési pontjaban a két fogaskerék pontjainak sebessége azonos, mert az adott id4-
pillanatban egytitt mozognak.

— > — — —
= W =
Vp 1 Xr 1 @ 2 Xr 9
. — ;= P . / i .
Mivel v _ és y _ irdnyai megegyeznekés ¢) | r ,ezért
p p2 i
—
= W =
)Vp] 1 ° T 6)2 Ty (1)
C“)l
legyen 112 = — ahajtds mddositasa, akkor (1) figyelembevételével
2
r )
G = e )
: T
ahol 1
g = ] (3)
12 :
1
Gyorsuldsviszonyok:

A fogak érintkezési pontjaban a két fogaskerék pontjainak érintdiranyu gyorsulasa is azonos:

a, =1, 61 =, . 62 , (4)
innen (3) felhaszndlasaval
E.= & Ll = ——5 : (5)
2 Tlr. i
T2 2
A gyorsuldsvektorok normalis iranyu 6sszetevéi (1) figyelembevételével:
2 2
v % a
__p _ ) 2_ _ D 2 nl
a = =r a = ——=1r_ . ; a =
nl r 1 1 n2 2 ’ '
1 T 9 2 n2 i
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1.2.2. Tobbfokozatu hajtémiivek

Példanak nézziink meg egy haromfokozatu hajtémuvet (104. dbra). Ennek szabadsagfoka
s = 3i-5,=3.4-(4.2+3.1) = 1. A hajtom{-eredd mddositdsa:

, B G‘)l COl C‘)Z wS . . . (6)
4T 0 @ . ©.  li2laztlayg o
4 h Wg &,
104. dbra

A U S SN I W3 T4
12 5 -l ; = o = :
w, 1, 23Dy Ty, SE @, g,
igy végiil
@ )
© - 1 _ 1 -
R I} S PRPE
T1og Toz  Tay
& &
84 i T r T ®)
14 21 32 T43
12 Taz T34
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Csizmadia Béla (Szerk.)

1.2.3. Emelé szerkezet (105. dbra)

A tobbfokozatu hajtomi elsd tengelyét egy motor hajtja utolsé tengelyéhez egy kotéldob kap-
csolodik, melyrél a kotél csuszas nélkill tekeredik le és engedi v sebességgel lefelé az m tomegili
terhet. Az (1) és (7) illetve (4) és (8) Osszefiiggések alapjan:

I, Q)l

n i
In

105. dbra

Ezen 6sszefiiggésekben i _-et (6) kifejezéssel értelmezhetjiik.

1.2.4. Kulisszds hajtémii

Vazlatat a 106. dbra mutatja. A hajtému forgdmozgasnak haladé mozgassa torténé atalakitasara
szolgal. A szerkezet szabadsagfoka: s =3i-s, = 3.3-(3.2+2) = 1. Az (0 szdgsebességgel forgo r
0

sugaru | forgattyukar A forgattyucsapja csukldsan a 2 kulisszak6hoz kapcsolodik. A ku-
lisszaké a 3 kulisszaban fiigg6legesen fel-ala cstszik.

A forgattytucsap elmozdulasdnak vizszintes vetiiletét viszi at a kulissza a hozzdkapcsolt és
vizszintes iranyban megvezetett 4 kulisszarudra. A kulissza kozépsikjaban az I és II holtpontok
kozotti tavolsag éppen a hajtom s lokete. A hajtdmti az s loketnek megfelel6 utat az 5 forgaty-
tyus tengely fél fordulata alatt teszi meg. A forgattyus tengely egy fordulata alatt a hajtém két
loketnek megfelel$ utat tesz meg, azaz az L. holtpontbdl indulva a II. holtponton keresztiil oda
tér vissza.
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106. dbra

F 7 7797,
R
k| i 5- ! f o

* 71.\:
.,\\‘ | /,/ “\3
~o —_ - i
{ 11
1y

Vizsgaljuk meg a sebességviszonyokat a forgattyus tengely y szogelforduldsaval megadott
helyzetben. A forgattyikarnak a kulisszaké K pontjaval egybeesé A pontja minden idépilla-
natban a K ponttal azonos sebességgel és gyorsulassal mozog, mert a két test ebben a pontban

—_—

egy forgattytucsappal van dsszekapcsolva: _V’j-& =

A kulisszakd Osszetett mozgast végez. Egyrészt a kulisszaban y tengely iranyaban mozdul el,
masrészt a kulisszaval egyiitt x tengely iranyaban.
Az elemi haladé mozgasok V. fejezet 1.2.2.1. pontjaban targyalt osszetétele értelmében, a kulisz-
szako K pontjanak és vele egyiitt a forgattyikar A pontjanak pillanatnyi sebessége a

—Vr — —v-+—> 9)
=v, =v v
k A % X

Osszefiiggéssel hatdrozhat6é meg (106. dbra), ahol vV akulisszakd y irdnyd mozgasanak pilla-
natnyi sebessége a kulisszaban, Yf; pedig a kuliszsza x irdnyu pillanatnyi sebessége. Eppen ezen

utdbbi meghatdrozasa a feladatunk.

—

—
Végezzen a forgattytkar egyenletes forgdmozgast (.UO =K Cz)o szogsebességgel. Ekkor a

106. dbrdn bejeldlt p szog @ = 0 t Osszefliggéssel adhatd meg (II1. fejezet 1.2.2. pont)
és v = C:)* X ?.— Mivel C:)’ merdéleges }' vektorra | ;’ | = rww .
A 0 0 A 0
— - =T
Ezek alapjan a kulissza Vg ~ VX = 1VB sebessége a 106. dbra vektorsokszoge alapjan
4 4 = Si = i .
meghatérozhaté: VB v A HLF I'a_)O sin G.)Ot (10)
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Csizmadia Béla (Szerk.)

Az 5.]-3 = ?aB gyorsulds-ido fiiggvény ezek utan kénnyen meghatarozhato:
dv
a:—B:ra)zcoscot=rC02cossa (1)
B dt 0 0 0

Meghatérozhatjuk a kulissza még hidnyz6, harmadik x,(t) elmozdulds-idé forondémiai gorbé-
jét is. Mivel

dx
v = B
B dt ’
W t Wt Wt
o} 0 0
XB: det:ra) sing tdt = r @ - — cosw tf ,
o}

0 0 o)

X. =T (l—cos&)ot) = r(l—cosio) .

A kulisszamozgas forondmiai gorbéit a (10)—(12) Osszefiiggések alapjan a 107. dbra mutatja.
Ezekbdl latszik, hogy a kulissza harmonikus lengémozgast végez.
A forondémia-gorbéket megadhatjuk a Iokethossz fiiggvényében is. A (12)-b6l

X

—B—*l-cos
T ¥

*B

(13)

cosp = 1 - -
A (10)-b3] v, = T.w . sing= r.@ | 1-cos
B o) "o s

Ebbe (13)-at helyettesitve:
x 2
=r.® Vl - (1- —~) .

Egységnyi O_)O tartozoan p szogsebességhez tartozéan pedig (& = 1)
6]
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2
\Y% x. 2
B B,
== )
r
107. dbra
X
2r g
| Pt
%
rw
P=wyt
-rw
q,
B
re?
I\ T 3T 2M ooy
2 2 e
-rof
2 ) 2
B,
2 - 2
I r

2

2 2
v T (r=x =
g T axp =
amibdl lathatjuk, hogy a kulissza sebességét a loket fiiggvényében egy kor abrazolja (108. dbra).
A (11)-bél (13) behelyettesitésével

X

_ = _ 2. B, _ 2 2 _ 2
aB—r.a)O coscp = r. W, r)—ra)o-a) X —a)o(r-gB) .

ami egy egyenes egyenlete (108. dbra).
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108. dbra

rw?

Ax ' XB

N
3
T

1.2.5. Forgattyus hajtomii

A kulisszas hajtomithoz hasonldan a forgattyus hajtém is forgdémozgas egyenes vonalu haladé
mozgdssd valo atalakitdsdra szolgal (109. dbra). A szerkezet szabadsgfoka s = 3i-s = 3.3-4.2=1.
Az @) o szogsebességgel forgd r sugarti 1 forgattyd A forgattytucsapja csuklosan kapcsolodik

a 2 hajtokarhoz, mig a hajtokar B végpontja csuklosan a vizszintes x irdnyban megvezetett du-
gattythoz kapcsolddik.

Hatdrozzuk meg a dugattytl mozgasanak le.l'lemzéit! Vizsgaljuk a sikmozgast végzé AB merev

sebességével és B pontja sebességének iranyaval

testet, mely sebességallapota A pontjanak v A

adott. Igy P sebességpélusa ismert, és sebességébraja is megrajzolhaté (109. dbra), a szerkesztés

menetét az alabbiak szerint kovetve pedig a VB =1 v s szamithato (V. fejezet 1.3.3. pont).
— —

Ha a forgattyu a kulisszas hajtomiinél targyalt esethez hasonléan (2 o K a)Oszégsebességﬁ

egyenletes forgdmozgast végez, és (P azott leirtak szerint hatdrozhaté meg:

VA

lVA‘: VA = I‘COO; P = wot. A P A'B’A -re felirt sinus tételbdl (109.b) dbra):
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109. dbra

Iy
v
B _ sin(g +3)_ singcosp + cosesing . sing
= T . ' cbs[_% == sing + P cos @. (14)
A sm(—z— 3 @

A sin P az ABO A -bél hatdrozhaté meg sinustétellel:

r sin (3

. sin L s
D . = 5 Sll.,
£ sing 8 £ ¢
Ezt (14)-be helyettesitve és v, értékét helyettesitve rendezés utan:

£si,na) t
£ 0

v, = rg (sinw t +
0 0

. (15)
B —  COS Q)Ot)

\/1-( {35)2 s'm2a)0t

a B pont sebességének abszolut értéke az id6 fiiggvényében.
A B pont gyorsulasat vagy a gyorsuldsabra szerkesztésével és az ez alapjan végzett szamitas-
sal hatdrozhatjuk meg, vagy a v, = v,(t) sebességfiiggvény differencidldsabdl.

r,,1 1 .2
Agyakorlatban A = = & = ~ 3 értékd, és mivel Sin gy Ot < 1, igy

{f 4
r z .
(E) sin @ ot <K 1, tehdt mellette elhanyagolhatd, azaz (15)-be a gyokos kifejezés egy-

nek tekinthetd.
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Csizmadia Béla (Szerk.)

Tehat a dugattyu sebessége és gyorsuldsa —
sin o t cos Wt ls‘ 2 t
=5 Sln
o} o 2 wo

Tr
figyelembevételével, valamint a A= 2 hanyados bevezetésével — kozelitéssel:

£

-~ . A
VpR TW (sma)Ot + 5 sin 2 &)Ot) , (16)

dv
o e e iy A (17)
B~ g ro.)o (cos a)ot + A cos 2&)Ot) i

Az 1.2.4. pontban leirtakhoz hasonléan meghatarozhat6 ezekbdl a dugattyt elmozdulas-idé
fuggvénye is:

w t
o}
T e =7
B—IXB— det,
o}

Wt
o}
X = T sina)t+&sin2&)t dt
B 0 o 2 0 :
0

Az integralas elvégzése és az integralasi hatarok helyettesitése utan:
x, = 1| (l-cos t) + 2 (1-cos 200 t)| . (18)
B 0 4 o’]"

A (16), (17), (18) osszefuggések a gyakorlat szamara jo kozelitéssel megadjak a hajtorad B pont-
janak mozgasjellemzéit. Lathatjuk, hogy mindhdrom osszefiiggés két trigonometrikus fiigg-
vény Osszegeként képezhetd. Ezek elsd tagja egyezik a kulisszas hajtomiire, vonatkozo megfe-
lel6 (10), (11), (12) osszefiiggésekkel. A masodik a mozgasviszonyokat torzité zavaré tag, mely

r
A= ‘E = ( esetén, azaz végtelen hajtokar alkalmazasanal tiinik el.
A 110. dbrdn a (16), (17) és (18) osszefiiggések felhasznaldsaval felrajzoltuk a forondmiai

gorbéket. Kiilon feltiintettiik vékony vonallal rajzolva a két trigonometrikus fliggvényt, melyek
Osszegeként adodtak a vastag vonallal rajzolt foronomiai gorbék.
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110. dbra

¢
N
; =4 . r— -
. 1 . ¢
- rww
i _
% | *
\\‘ i /K] -
‘ ¥

Természetesen a kulisszas hajtomiinél elmondottakhoz hasonloan sebesség és gyorsulas meg-
adhatok az elmozdulds fliggvényében is, ha az

=t (@) = (@)

Xg Xp
ill.

= L = L@y

\%
B B
figgvényekbdl (0 t paramétert kizarjuk.
Analitikus uton a feladat megoldésa ez esetben mar nehézkes. Viszont a felrajzolt forondmiai
gorbékbdl grafikus uton a v, = f, (x,); a, = f,(x,) fliggvények viszonylag konnyen felrajzolhatok
(111. dbra).
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111. abra
VBJ
i
I
L |
S
F—— 2
a
(\3 8 F:?S- - r:g— o
o
| |
o Al
3 | -
< +} |
. _
hp (\34 \\ Do | $ S
s -3y
| \ <l 2

A szaktargyakban alkalmazasra keriil6 a, = f, (x,) fiiggvény végérintdinek és egy pontjanak szer-
kesztésére egy kozelitd mddszert is bemutat a 111. dbra.

29. feladat:
A vésbgépeket forgattyds hajtomi hajtja. A hajtémi legnagyobb lokethossza s = 250 mm, hajtd-

rud hossza {, = 500 mm, a forgattytkar szogsebessége ) = 4 L (112. abra).
O S

Hatarozzuk meg a véséfej legnagyobb sebességét!

d
VB

A sebességnek ott lehet szélsdértéke, ahol rrab 0
t

dv

A (16) Osszefliggés felhasznalasaval: d—tB— =T 2((;050) t+A cos 2 @ t) =0
0] O 0 i

.

154



Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

Ez akkor lehet nulla, ha

cos W t +Acos 2W ¢t = 0
(@]

112. dbra

T

i
n +

Trigonometrikus atalakitasok utan:

2
cos t+?L(cos wt-1+ 0052&) t)=0
0 0 0 !

2
2A cos a)ot +cost ~-A=0
0

b

+ 2
0 (&JOK) _ -l - ¥l +8A
1,2 4 A
A behelyettesitéseket elvégezve (A = é = %):
-1 -1\1 + _6
_ 16
cos(a)ot) = 1 = 0,22
1,2
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A negativ eldjelt gyok figyelembevétele nem ad megoldast, mivel cos &) t< -1 értéket ered-
ményez. Pozitiv el6jeld gyok eseten

= - nC = 0 + 0
(cuot)l T2k 1800 & (wot>2 283° * k 180
AV
A B derivilt fiiggvénynek maximuma van ezen a helyen, ugyanis
dt
dv, -
i (_V_B d dVB
dt dt -y Tt) <0,
o + 0 .
wt =77 = 2k.180 @ t=283° + 2k, 180°

A maximalis sebesség (16) alapjan

= 0,125.4(sin 77° + 0,125 sin 164°) = o,s[m/s].

%
B max

1.3. MEREV TESTEKBOL ALLO BONYOLULTABB SZERKEZETEK MOZGASANAK
VIZSGALATA A RELATIV MOZGAS SEGITSEGEVEL

Tobb szabadsagfoku szerkezeteknél a szerkezet egyes elemeinek mozgasviszonyait a relativ moz-
gassal tudjuk meghatarozni.

1.3.1. A relativ mozgds leirdsa

Eddigiekben azt a koordinatarendszert, amelyhez a mozgast viszonyitottuk, dllénak tekintet-
titk. Egyes esetekben egyszeriebb a mozgast az emlitett allohoz képest mozgé koordinatarend-
szerben vizsgalni.

Péld4ul ha vasuti kocsiban sétalunk, mozgasunkat onkénteleniil a kocsihoz viszonyitjuk, fiig-
getleniil attél, hogy a vonat all, vagy mozgasban van-e.

Mas példa: a futdmacskas forgddaruval (30. példa) terhelt teher mozgasat vizsgalhatjuk a
Foldhoz kotott, allo koordinatarendszerben, de sokkal egyszertibb a forgd gémhez kétott, mozgd
koordindatarendszerben vizsgalni.

Ilyenkor mindig felmeriil a kérdés: milyen 6sszefiiggés van az allonak tekintett és a hozzd
viszonyitva mozgd rendszerben megfigyelt mozgasok kozott.

Az all6 koordinatarendszerhez viszonyitott mozgast abszoliit mozgdsnak nevezziik. Tovdbba
ebben a rendszerben abszolut palyardl, elmozdulasrdl, sebességrol és gyorsulasrol beszéliink.

A mozgd rendszerhez viszonyitott mozgést relativ mozgdsnak nevezziik. Igy beszélhetiink
relativ palyardl, elmozdulasrol, sebeségrol, gyorsulasrol.

A mozg6 koordinatarendszernek az allahoz viszonyitott mozgasat szdllité mozgdsnak nevez-
ziik. A vizsgalt anyagi pont mozgdsanak leirasakor szallité elmozdulasrol, sebességrél és gyorsu-
lasrol beszéliink. Ha példaul a vasuti kocsiban sétdlo utas mozgasanak abszolut sebességét (Fold-
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hoz kotott rendszerbeli) akarjuk meghatarozni, ismerniink kell a kocsihoz viszonyitott - relativ
sebességét és a vonat sebességét (szallito sebesség). Majd értelemszertien az abszolut sebesség az
V. fejezetben (elemi mozgasok dszszetétele) tanultak alapjan meghatarozhato.

1.3.2. Osszefiiggés az abszolit és relativ sebességek kozott

——

Legyen a mozgd pont (P) helyvektora az x, y, z 4ll6 koordinatarendszerben I-T a ?f; , (O, a
és -5’ adatokkal mozgo g ¥ ,_Z’, koordinatarendszerben pedig ?’ (113. dbra).

Az abra alapjan irhato:

——

T=r +o.

o

x/

A II1. fejezet 1.1.1. pontjaban tanultak alapjén az 1~ helyvektort anyagi pont sebessége az allo

rendszerben y = 7= differencialissal meghatirozhaté. Azonban nem szabad megfeledkezni
arrol, hogy egymashoz képest mozgoé rendszerekrél van szo.
Tegytik fel, hogya P pont (113. dbra) mereven hozza van kotve a g » ,_Z’ » rendszerhez.

Igy ? ebben a rendszerben dllandd, de az x, y, z koordinatarendszerbél szemlélve a é)" id6-
ben valtozé (mozog). Ennek megfeleléen a két rendszerben lényegesen kiilonbozik egymastol
a é; id6 szerinti derivaltja.

Vagyis az allé rendszerben . ;
—— — —
A% r r

o "€

az el6z6ekben leirtak miatt (levezetés mell6zésével) tigy alakul:

e = e e —e

v:Q+VO+@ g)
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ahol [3 arelativ sebesség vektora,

v o+ Cj X § = ?_ a szallito sebesség vektora.
0 SZ
Igy = wm
v=3+ VSZ o (19)

Szavakban: egy mozgd pont dllé koordindtarendszerbeli abszoluit sebessége  ( ;’.) — egyenlé a
pont mozgo koordindtarendszerbeli — relativ sebességének ( f;} és a szallito sebességnek
( —V'SZ ) az Osszegével.

Ahol a szallit6 sebesség a mozgo koordinatarendszer azon pontjanak sebessége az allé rend-
szerhez viszonyitva, amelyben a vizsgalt pont éppen tartézkodik.

1.3.3. Osszefiiggés a gyorsuldsok kozott

A (19) 1d6 szerinti derivaltja az all6 rendszerben

a = vs= + v
Sz

A sebesség szamitasanal leirtak miatt, részletezés nélkiil:
—— — —— e — —_ — 2 ——
a—o(,+a0 +E& X € +wx (Q)XQ)+ (CL)XF%) ,

ahol a a relativ gyorsulas vektora,

a szallité gyorsulas vektora, és

Tehat - —_
a =& + aS + a N (20)

—
Szavakban: egy mozgé pont dllé koordindtarendszerbeli — abszolit gyorsuldsa (& ) — szdmithato
a pont mozgé koordindtarendszerbeli relativ gyorsuldsdnak (¢ }, a szdllité gyorsuldsnak (a

S Z) ?
és Coriolis-gyorsulds (ac) dsszegeként.

A szallité gyorsulds a mozgo koordinatarendszer azon pontjanak gyorsuldsa az allo rendszer-
hez viszonyitva, amelyben a vizsgalt pont éppen tartézkodik.

— —
Coriolis-gyorsulds csak bizonyos esetekben létezik. ac = 0 , haamozgd rendszer mozgasa

halad6é mozgis ( WS =10 ), ha az anyagi pont a mozgé rendszerben nyugalomban van

— — . —_
(3 = 0 ) gsakkorisha G parhuzamos [3 vektorral.

158



Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

30. feladat:
A 114.b) abra a 114.a) dbrdn lathat6 futdmacskas forgodaru egyszerUsitett mechanikai modellje.
A 114.b. brdan vazolt helyzetben o = 3 ()O ap = 4m;

—_—  —

a gém szogsebessége O)l =k 0,2 s-1;

szdggyorsuldsa E_,’i =K 0,1 S-2 .

A macska VS' = - (-2% 0,5m s ~ = 4ll. sebességgel mozog a konzolon.

Az r, =200 mm sugart kétéldob i, 9 = é% 0,8 s szogsebességgel és

g._z = é’% 0,2 s ) szoggyorsulassal forog. Hatdrozzuk meg a teher sebességét és gyorsulasat

a foldhoz képest! Az all6 (x, y, z) koordinatarendszert a 114.b) dbrdn lathaté médon kossiik a
foldhoz, a mozgo (£ 7 r;’ ) koordinatarendszer E tengelye legyen a gém iranya, a

tengely essen egybe z-vel.
A szallitosebesség a VI. fejezet 1.3.2. pontja szerint

Al
sz “1MAR

ahol — ™

w, =Kk0,2 [1/s]
5 Typ = 1 rABcosO<+ j rABsiHO(: 14.0,866 +

+74.0,5 ,

T = 13,46 +7 2 [m].

gy V_, =k 0,2x (13,46 +]2) =-10,4+]0,0692 [m/s].

A teher mozg6 koordinatarendszerhez viszonyitott relativ sebessége az el6z6 értelmezés szerint

=V, 4@, xT. =v, - K

f—f Vg y X Ty = Vg szrz,
= b - ol
{3—-1v3coso’-]v351no<—kw2r2:

= {0,5.0,866 - 7 0,5.0,5 - K 0,8.0, 2

]
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Csizmadia Béla (Szerk.)

114. dbra

3= 570,433 -70,25 -K 0,16 [m/s].

A kapott értékeket (19)-be visszahelyettesitve
—-— —— — —-— —— —
v=-10,4+j0,692 -1i 0,433 - j 0,25 - k 0,16 .

Tehat

— - — —
v=-10,833 +j 0,442 - k 0,16 [m/sl

sebességgel mozog a szallitott teher a f6ldhoz képest.

Ezek utan térjiink 4t a gyorsulds meghatarozasara. Szamitsuk ki eldszor az egyes gyorsulas-

Osszetevéket kiillon-kiilon.

A teher f 7 £ koordinatarendszerhez viszonyitott relativ gyorsuldsa, mivel 7::} = 4ll.
—> 5 — —p — — 2
OC = 6 3 = = 8 = = = =- [ ]
) X T, k 5 Ty k 0,2,0,2 k 0,04 m/s .
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A szallitogyorsulas

T =3 +E @ x (D x 1
A5z A TE X Tpp t@ X (@D xT,0)
— -> — —
= - CL)..L -
aA 0 és 1 rAB,ezert
— = 2 -
gy = Gy X Tpp "W T, =

=R 0,1x (13,46 +72) -0,04 (73,46 +72)

—» — — 9
a = -10,338 430,266 [m/s]

SZ
Végiil a Coriolis-gyorsulas értéke

-+ - s - - g TSIy
a, = 20-’1 x(?.s: k 2,0,2x (~10,433 = j 0,25 - k 0,16) ,
- > v 2
aC:1O,l -3 0,17 [m/s :I
Az igy kiszamitott értékeket visszahelyettesitve (20)-ba:

a=-K0,04 -10,338+]0,266+10,1-70,17,
- - — — 2
a=-10,238+] 0,09 - K 0,04 [m/s“]

a teher foldhoz viszonyitott gyorsulasa.

1.3.4. Merev test relativ mozgdsa
A merev testnek a nyugvo x, y, z koordinatarendszerhez viszonyitott mozgasat az ,A" pontjanak

— - —
mozgéasaval (v, a,) ésa test forgisinak szogsebességével (W) ¢esa szoggyorsuldsaval

A

(& l) jellemezziik, az fz T rendszerben pedig F; A o A’ @ 5 és ? 5 -vel.
A mozg6 koordindtarendszernek az élléhoz viszonyitott mozgésat v | a , CTJ‘— és E,’
0

adatokkal irjuk le (115. dbra).
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Csizmadia Béla (Szerk.)

115. dbra

A merev test A pontjanak abszolut sebessége (19) szerint

— é.y + —_—
= i V ’
YA AT YAsz
abszolut gyorsulasa (20) szerint
a, =&, +a, +a,
4 7 A T fasy T YA

abszolut szogsebessége V. fejezet 1.2.2.2. pont szerint (elemi forgasok Osszetételének maddszere
alapjan):

O =&+l
1= % + W, (21)
Ez utdbbinak az allé rendszerbeli derivalasaval az abszolut szoggyorsulas

é’:g _— — — (22)
1 2+CL)XC02+8

alakban szamithato.
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2. Merev testekbdl allo szerkezetek kinetikaja
2.1. MEREV TESTEKBOL ALLO EGYSZERU SZERKEZETEK VIZSGALATA KLASSZIKUS MODSZERREL

Merev testekbdl allé Osszetett szerkezetek egyensulyi allapotanak vizsgalatakor a statikdban gy
jartunk el, hogy a szerkezetet épitéelemeire, merev testekre bontottuk szét és kiilon-kilon vizs-
galtuk minden merev test egyensulyi allapotat. A merev testek egyensulyi egyenleteiben a merev
testre hato aktiv és passziv er6kon kiviil a szerkezet szempontjabdl belsé erdk is szerepeltek.

Ezt a modszert a merev testekbdl felépitett szerkezetek kinetikajaban is eredményesen hasz-
nélhatjuk a szerkezet mozgdsviszonyainak vizsgalatdhoz.

Ha a merev testekbdl felépitett szerkezetet részeire bontjuk és az egyes merev testekre a kiil-
s6 aktiv és passziv er6kon kiviil a szerkezet szempontjabol belsé erdket is miikodtetjiik, az igy
kapott merev testekre kiilon-kiilon alkalmazhatjuk a kinetika torvényeit. A tovabbiakban felté-
telezziik, hogy a szerkezetet alkoté merev testek vagy csak halado, vagy csak allo tengely koriili
forgémozgast végeznek.

Bonyolultabb esetben a feladat megolddsa analitikusan nehézkes (pl. forgattyts hajtomi),
esetleg csak grafikus, illetve grafoanalitikus mddszerekkel oldhaté meg.

Az ilyen feladatok megoldasa tallépi a miiszaki mechanika c. tantargy targykorét, ezért azzal
nem foglalkozunk. Feltételezziik tovabba, hogy szamitasainkban a strl6do erék elhanyagolhatok.
A surl6do erdk hatasat késébb a VI. fejezet 2.2.3. pontjaban azonban még targyaljuk. Az n merev
testbdl felépitett szerkezet esetében felirhaté n mozgasegyenlet, amelyekben n mozgasjellemz6
és n-1 ismeretlen reakciderd szerepel. Az n mozgasjellemzé egymassal n-1 kinematikai egyen-
16séggel is kapcsolatba hozhaté. Igy a 2n-1 egyenletbdl a 2n-1 ismeretlen az egyenletrendszer
megolddsaval meghatarozhatd. A merev test mozgasegyenlete a kinetika valamely alaptételével
adhaté meg (V. fejezet 2.1.-2.5. pont). Vilagitsuk meg a fentieket egy konkrét példan. Hataroz-
zuk meg a 116. dbrdn lathaté emel3szerkezet szoggyorsuldsat a villamos motor tengelyén, ha a
villamos motor M, hajtényomatéka ismert. Mekkora kétélerd ébred ekdzben az emelSszerkezet
emeldkotelében?

A vizsgalt emel6szerkezet harom merev testb6l all (117. dbra):

ON
(€Y



Csizmadia Béla (Szerk.)

117. dbra
2
.
& R v, A %
T 2
D3
3 % G Lo L
T ? To=T Ly =T
m, G [Tl h= Tyl 1B/ =Es= Tyl

1. Villanymotor forgorésze a meghajto fogaskerékkel, mely az 0, ponton dtmend, a fogaskerék
sikjara meréleges tengely (x,) koriil forog.

2. Kotéldob a meghajtott fogaskerékkel, mely az 02 ponton atmend, a fogaskerék sikjara meréle-
ges tengely (x,) koriil forog.

3. Emelend¢ teher, mely a fogaskerék sikjaval parhuzamos palyan egyenesvonali haladomozgast
végez.

Az 1 jeld merev test forgastengelyére felirt perdiilettételb6l:

JlX =M, ; @l & [ =M

1 x1 T

- ; 2

ahol & 1 2% tengely kortil forgd részek tehetetlenségi nyomatéka erre a tengelyre.

A 2 jeli merev test forgastengelyére felirt perdiilettételbol:

7 = by - 8 = -
o = Mg g 8y =TTy 1y Tip o 09
A 3 jeli merev testre felirt impulzustételb6l
A - (25)
- — — — 5
I3 T23 G EC T23 G .
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A VI fejezet 1.2. pontja szerint fennall:

& £
1
52 = 3 ¢ a8 = r62 =r —l :
12 12
oo 21
-t (26)
12 r12

A (23)—(26) négy egyenletben az 51; 82; le - T21; T23 = T32 négy

ismeretlen szerepel és igy ezek meghatarozhatok. A (26)-ot (23), (24), (25)-be helyettesitve és
figyelembe véve a hatas-ellenhatds torvényét:

e = n
1 & M - T T @7
81
8, —=T T
2 1 12 Fo1 7 to3 T (28)
12
El
Inar 1 =T 3" G
12 2
Ezt végigszorozva r-el:
m 1‘2 El T .r G (29)
= = - T.
3 i 23
A (28) és (29) Osszefliggést Osszeadva:
&) —E;~+rn r2 —EE;’T r,, - Gr
2 il2 3 112 12721
6l
— o +m.r )=T,.1 Gr
i 2 3 12721
12
Eztr /r, -el végigszorozva:
G X r
1 12
— (0, 4mg) =T r -G 2 L (0)
12 21 a1



Csizmadia Béla (Szerk.)

A (27) és (30) Osszeadasa utan:

&, it T
1 712 2
81 61+i— —(82+m3r): M, -Gr .
12 T2l 21
21
Kiemelve az egyenletbsl & | -et, és figyelembevéve, hogy i, = N
1 12 r
12
@2 m3r2 Gr
& — = - (31)
(1+12 g &M s
12 12
ahonnan
M, o= =%
h i
12
€, = 5 (32)
@2 m,T
€. +
1 i2 .2
12 12
Es (29)-bél
61
T ,=m,r — + G (33)
23 3 i,

az emelékotélben ébredd dinamikus erd is szamithatd. Fenti szamitasi modszer elényeként em-
lithetjiik meg, hogy a szerkezet elemeinek méretezéséhez a kapcsolatokban ébred$ dinamikus
belsé erdk is kozvetleniil szamithatdk a felirt mozgasegyenletekb6l. Hatranya viszont, hogy sok
elembdl felépitett szerkezet esetében a tobbismeretlenes egyenletrendszer megoldasa sok id6t

vesz igénybe.

2.2. MEREV TESTEKBOL FELEPITETT EGYSZERU SZERKEZETEK MOZGASANAK
VIZSGALATA REDUKCIOVAL

Ha csak a mozgasjellemzék meghatarozasa a célunk, elonyosebb ezt a mddszert alkalmazni. Az

el6z6 fejezet példdjanak eredményeként kapott (31) osszefiiggésbe vezessiik be a

0 .
2 mS B G T
_ (0 M =M -
12 12

jeloléseket.
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Ekkor a

6. & =M (33)
T 1 T
egyenletet kapjuk. A tovdbbiakban a (33) alaku egyenletet a szerkezet x, tengelyéhez redukalt
mozgasegyenletnek, vagy masképpen a redukalt szerkezetre felirt perdiilettételnek fogjuk ne-
vezni.
Itt ¢ £? redukalt tehetetlenségi nyomaték, M a redukalt nyomaték.

Az igy meghatdrozott rendszer olyan mozgdsjellemziékkel rendelkezik, mint a szerkezet azon
merev teste, amely tengelyébe redukaltuk a szerkezetet. Ha a redukaldst haladé mozgast végzo
testhez végeznénk, akkor egy m_redukalt tomeget és egy F, redukalt erét kell definidlnunk, és
az erre felirt impulzustétel adja meg a mozgasegyenletet:

-

ma-==F |, (34)
r r

Egyszertien bizonyithatd — és a 2.1. pontban kozolt példa esetére bizonyitani is fogjuk —, hogy az
eléz8ek szerint bevezetett redukdlt jellemzék ( 8_,M_; m ; F ) azalabbi tulajdonsi-
gokkal rendelkeznek: ot T T

1. Egy adott id6pillanatban az m_redukélt tdmeg és a vizsgalt rendszer mozgasi energidja
azonos.

2. Adott id6pillanatban a B . tehetetlenségi nyomatéku redukalt tomeg és a vizsgalt rendszer
mozgdsi energidja megegyezo.

3. Adott id6pillanatban az F, redukalt erd és a rendszert terhelé erérendszer teljesitménye
megegyezik.

4. Adott id6pillanatban az M_ redukalt nyomaték és a rendszert terheld erérendszer teljesit-
ménye ugyanakkora.

A redukalt jellemz6k fenti tulajdonsagait felhasznalhatjuk a veszteségmentes szerkezet redu-
kalt jellemzdinek meghatarozasara is a redukalt mozgasegyenlet levezetése nélkiil.
2.2.1. Tomeg és tehetetlenségi nyomaték redukaldsa
Redukaéljuk az n forgd és m haladé mozgast végzé merev testbdl felépitett szerkezet mozgasat az

1 jelt forgd test mozgasdhoz. Akkor a redukalt tehetetlenségi nyomaték és a szerkezet mozgasi
energidinak egyenléségébol

« 2 = 2 j= 2
@r° W, L Qk W B m, . Vv,
it S S k Tk 5 B S E
2 2 ; 2
k=1 j=n+l1
k= i=
n C‘)k , J=n+m v, 5
Al — 8 _— .._J_
Ebbél: Qr z k( ) ) + -E mj( ) ) (35)
1 : 1
k=1 j=n+l1

a redukalt tehetetlenségi nyomaték a szerkezet ismeretében szamolhato.
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Amennyiben a kinetikai jellemzdk az 1.2.2. pont szerint

(1)1 wl
W, = 7 2 V.=T =r ~ 36
k L j L £ £, 4 (36)
alakban megadhatok:
n 2
QLC HLrg -
_ j 37
er .2 * 2
k=1 ‘lk 1€

Ha a szerkezet mozgasat az (n+1)-ik jeli haladé test mozgasahoz redukaljuk, akkor a redukalt
tomeg és a szerkezet mozgasi energidinak egyenl6ségébdl:

2 11 Z n+m 2
m .v & w m..v
r n+l E k k g i* i
2 2 5
k=1 j=n+l
Ebbdl:
n wk 2 n+m Vi 2
n =
r Z Qi(vn—l—l) +Z R 1)
k=1 =nt1 e

a redukalt tomeg.
Ez a szerkezet kinematikai jellemzdinek ismeretében szamolhato.

2.2.2. Er6 és nyomaték redukdldsa

Legyen M, az elébb targyalt szerkezet k-ik forgo elemét terheld erérendszer nyomatéka a test
forgastengelyére. F a szerkezet j-ik haladé elemét terheld erérendszer ereddjének a v, sebesség
irdnyu dsszetevéje. Ennek megfeleléen M,, ill. F, eldjeles mennyiségek.

Ha o ,ill. v, iranyutak pozitiv, ha ezekkel ellentétes negativ elGjellel kell 6ket figyelembe
venni. ]

Most redukaljuk a szerkezet mozgasat az 1 jelli merev test forgomozgasahoz. Akkor a redu-
kalt nyomaték és a szerkezetet terhel erérendszer teljesitményeinek egyenl6ségébdl:

n n+m
Mr a)l = E ‘ Mk a)k + § Fj.vj '
k=1 j=n+1
Ebbdl: n 0 n+m
k F.v,
M, T My o ¢ ] ] (38)
T L 1 )
k=1 j=n+1 1
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redukalt nyomaték a szerkezet kinematikai jellemzc’iinek ismeretében szamolhat6. Ha (36) fenn-

%

j=n+l

(39)

Most redukaljuk a szerkezet mozgését az (n+1)-dik merev test haladé mozgasahoz. A redukalt
erd és a szerkezetet terhel$ erérendszer teljesitményeinek egyenldségébol

n n+m
Fr'vn+l = % Mk' GJK+Z Fj'vj .
k=1 j=n-+1
Ebbdl: n n+m
CL)k Y.
F = ? M - + E B ;L
n+l1 n+1
k=1 j=n+1

a redukalt er6, mely a szerkezet kinematikai jellemzdinek ismeretében szamolhat6. A megfelel6
adatok helyettesitése utan lathato, hogy a (37) és (39) Osszefiiggések a 2.1. pont példajanal kapott
és M_értékeivel megegyeznek.

2.2.3. Veszteségek figyelembevétele redukaldskor
Attételek hatdsfoka

Az egyszertiség kedvéért vizsgaljuk meg a problémat a 2.1. fejezetben targyalt példa felhaszndla-
saval. A levezetésben csak a fogaskerék kapcsolatveszteségeit vessziik figyelembe. A levezetés és a
végeredmény 4ltalanos esetben is érvényben marad. A valdsagban az attételekben a veszteségek
elkeriilhetetlenek. Fogaskerekek esetében a veszteséget az egymason csuszo fogak kozott fellépd
surlédas okozza. Ennek a surlédasnak kovetkezménye, hogy a fogak kozott ébredd belsé erdk
hatasvonala nem megy at a két osztokor geometriai E metszéspontjan, hanem attol kiillonb6z6 E'
pontban metszi a két keréktengelyt 6sszekotd egyenest (118. dbra). Legyen ez a pont A tavol-
sagban az E ponttol.
A bels6 er6k a hajtott tarcsara

I:l:lzl (ry -4),

a hajtdtarcsara

‘TZII (r; +4)

nyomatékot adnak.
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118. a) dbra

118. b) dbra

Innen M
T B M, B ,}" B 1
ll“‘. -A lzll“ r+A7
T, -A r
2 2
= —= M, ,
M, e 4 Ml< T 1
1
1
r
ahol Ml _2 a veszteségmentes hajtas mellett atvitt nyomaték. Legyen
Tr 1 1‘2
My = T2 My By

ahol )Z/ 12 2 hajtas hatasfoka. Fogaskerék hajtasndl a fogak egymason valo legordiilése kozben

A és ezzel egyiitt IZ 12 is bizonyos hatdrok kozott ingadozik.
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A tovabbiakban A és ’Z 12 kozepes értékével szamolunk. Térjiink at ezek utan a 2.1. feje-

zetben targyalt feladat vizsgalatara. A két részre bontott szerkezetre részenként alkalmazzuk a
munkatételt (118.b) dbra ).
[rjunk fel egy munkatételt a 2.3. testekbél 416 rendszerre:

E =P
2
2 0, @
mv 2 2
d(5—+ — )
= - D =
Tpp (xy = 8NP, -C v,
dt
mva +@2@£52 = le (er -A)CQZ -G v. (40)
Az 1. elemre felirt munkatételbdl pedig:
3] w?
11
d 2
T e T R VIR AR
0@ &) = M@, =T, (1), +4) &) - (41)
Szorozzuk be a (40)-et
Tiz TA Ty
Tor 72 T 712
kifejezéssel. Akkor
mva 6)2&)2&2 B 1% ¢ . Vo (42)
+ - le (r2l + A) - .
712 7 12 Ty 712
To1
A (41)-et és (42)-0t Osszeadva, figyelembe véve, hogy @0 = _—£= ¢ -
1 T 2"
12
6'26—)2 52 G
0 w & b = - b4
11 1+? * ? Mha)l 7, (43)
12 12 12
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Ebb: 6. &
2 72 G
9 ma _ N S S )
1617 o, + @, My e
= 712 — 12—
v w v
2
Figyelembe véve, h a—rﬁ“réés a)l— 031 li
igyelembe véve, hogy =Tr. =r — . == ’
2 112 Y% ra)2 r 12
w
E = 61 LI i
B v Tw ’
2 112 9 12
2
mr & 8 &
2 1
6 ¢ + 5 I =M - RS .
712112 212112 71911
és kiemelve & 1 -et
e 2
2 mr Gr
© - - _.
(1*,5 2 - ,12>51 M 7 4
12 712 2 12 12 12
Tehat fa 2
2
@=@1+ 2+ mrz ;Mrzl\/Ih-Gr
T . . )
712 11 712 12 712112

Ezt 6sszevetve a 2.1. fejezet (31) egyenletével latjuk, hogy a veszteségek figyelembevételével a redu-
kalt tehetetlenségi nyomaték (v. redukalt tomeg) i-ik dsszetevije a veszteségmentes szerkezet redu-

1
kalt tehetetlenségi nyomaték i-ik dsszetevéjének — szerese lesz, ha a mozgast a szerkezet 1 jelii
1i
meghajto eleméhez redukdljuk. A veszteségek figyelembevételével a redukdlt nyomaték (v. re-
dukalt erd) i-ik dsszetevije a veszteségmentes szerkezet redukalt nyomatéka i-ik Gsszetevdjének

- -szerese lesz, ha a mozgdst a szerkezet 1  jelti meghajto eleméhez redukdljuk.
1i

Ahol a 7 1j redukdlt mozgdsul valasztott 1 jelii elem és az i-ik elem kozotti hajtas dsszhatdsfoka.

Ha a csapagysurlddasokat is hatdsfokkal akarjuk kifejezni, ugy az 6sszhatasfokban az is figyelem-

be veendd. Ha az el6z6 példaban kotélnek a kotéldobra valo feltekerésére elhasznalddo vesztesé-

geket figyelembe akarjuk venni, ezt megtehetjiik az Z 13 hatasfok segitségével.
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Akkor
a8 2
2 mr Gr
Qr~ 81+ 7 i2 = 72 i2 ’ Mr_\dh 72 i .
12712 13 12 13 12

A 2.2.1.6s2.2.2. fejezetek altalanos képletei a veszteségek figyelembevételével médosulnak:

ha az 1. test a meghajté elem
n n+m

<3 w. 2 ; 7 m v, 2
@
71;

T ¢l

k=1 j=n+l L
n m-n
Nli Cl)i F. v,
MI:E 7 w—+§ L L @)
o 1i 1 . 7lj 0)1
i=1 j=n+l1
ha az n+1. test a meghajto test
n n+m 9
e . w. 2 N m v
3 1 i j j 46
B L s L iy,
-1 (n+1)i  “n+l - (n+1)j n+1
n n+m
M. W, F. v,
F_ = 1 === 4 : L, @
. v
i=1 Z (n+1)i it j=n+1 7 (n+1)j n+l

Redukaljuk most szerkezetiink mozgasat a 3. jel(i meghajtott test haladé mozgasdhoz.
Szorozzuk be (43)-at 'Z 1 2/V -vel.

e w O w &
11 81 7 12 2 2 2 Mh Cul ZlZ
+ ma + = -
v - \' \%
Mivel
W
w]. _ 1 _ 1 (E _ 62 _ l a .
- - - . y 1 - . T ’
v ra)2 T 112 121 iy 121
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2
2 1 - a
—_— = — " C_c/ =. — M
v T 2
igy Q
1 e 6,a My 719
— " "% ma+ = : G
i e Ty
21

és kiemelve a -t

/)
Ql V12 C,92) Mh 712
G g . Ty ,
121 T
8 7 @
tehét m = m + l l2+ 2 .
T 2 2 2
r 121 T
M 7Z
Fo- h. 12 G
T T 121

Ha tehdt a szerkezet mozgdsdt m. jelli meghajtott elemének mozgdsihoz redukdljuk, a redu-
kalt jellemz6 i-ik dsszetevije a veszteségmentes szerkezet redukdlt jellemzdje i-ik Osszetevijének
?1’1’11 -szerese lesz, ahol ?ml a két elem kozotti hajtds osszhatdsfoka.

Ha a kotélveszteségeket is figyelembe akarjuk venni,

M
i 81 %1 O T . "l
mr—m+ 22+ 2 ’ r r i .
roi o 21

Altalanos esetben:
Ha az 1. test a meghajtott elem

v, 2
§ _1 :
ZG ( ) Oy T L™ a)l) Tu (48)
— . V.
1 1
M :LMi E—l_ Zli +ZF]' ®, 7le o 49)

r

Haazn+1. testa meghajtott elem

D my
Z@ ) 7Z(n+1)1 m; ¢ vn+l) 7 (n1); > &9
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v,
1 (51)
ZM 4 (n+l)i ZF Vn+l /Z(nﬂ)j '

Ha a szerkezet mozgasat tetszéleges elemének mozgasahoz redukaljuk (se nem meghajto, se nem
meghajtott) akkor értelemszertien kell a veszteségek figyelembevételékor a hatasfokokkal szoroz-
ni, vagy osztani.

31. feladat:

Hatarozzuk meg mennyi id6 alatt veszi fel a 119. dbra szerinti szerkezetet hajté villamos motor
n = 960/min névleges fordulatszdmat teheremelés esetén, ha a gyorsitas ideje alatt a motor
Mh = 41,7 Nm inditdnyomatéka allandénak tekinthetd!

119. dbra
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Az egyes tengelyek koriil forgo testek tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka:

0, =0,14 kg m2; &, = 0,13kg mz; 633 = 1,5 kg m°,

Az emelt test tomege: m = 1000 kg. Az egyes fogaskerekekkel megvaldsitott modositasok:

i, =64;i

12

6,34.

23

A kétéldob dtmérdje: D, = 2r, = 250 mm. Egy fogaskerékattétel hatdsfoka a csapagysurléddssal
egyiitt 7Z £ 0, 98. A kotél dobra valo feltekeredésénél keletkezé veszteségeket elhanyagoljuk.

Redukaljuk a szerkezet mozgasat a villamosmotor tengelyéhez! A (32) valamint a (40) és (41)
figyelembevételével a redukalt tehetetlenségi nyomaték és redukalt meghajtonyomaték:

92 6% m rj
6.= & + + +
I' l 12 @ _2 % _2 Z ?
12 A2 13213 113 14
G r4

Y3714

ahol _ -0 _ 2
7le _7f = 0,98, 7213 N 7/f 7f = 96" = 0,905

7Z14 :7fff L1 = 113 = 112.123 = 0,4.6,34 = 40,58;

G = mg = 9,81.10°[N],

Ezek helyettesitése utan:

0,13 1,5 10°, 0, 1257
+ +

2
6,4.0,98 40,582.0,96 40,582.0,96

8 =0,14 +
Ir

= 0,14+0,003+0,0009+0,0091 = 0,153 [kg m’|

3
9,81, 10 , 0,125
40,58 . 0,96
A redukalt rendszer forgastengelyére felirva egy perdillettételt:

M_ = 41,7 - = 10,22 [Nm].
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@r 61:Mr’ 612 L - const.

M, = dllando, azaz egyenletesen gyorsulé forgémozgds keletkezik.

Igy
W = €&
In 1= %

a motor névleges szogsebessége, ahonnan a gyorsitasi id6 a szogsebesség és a fordulatszam kozti
Osszefiiggés figyelembevételével:

o o
In MO 2.3,14.960.0,153 1,5 [s]

32. feladat:
Hatarozzuk meg, hogy a 31. feladatban szereplé emeldszerkezet motortengelyén milyen
Mf = const nyomatékot kell miikodtetniink, hogy a v, = 0,3 [m/s] névleges sebességgel stillyedd
teher s = 1 [m] féktt megtétele utan megalljon!

A stillyedé teher a fékezés ideje alatt egyenesvonalu egyenletesen lassulé mozgast végez, mi-
vel M, = const. Redukéljuk a szerkezet mozgdsit a teher haladé mozgasédhoz. A teher az adott
esetben meghajto elem lesz, ezért (46), (47) szerint a redukalt tomeg és redukalt er6:

2
9w 82(“)22 O3 wg?2

m (——)+ —)+*(——)+m,
T T 714 734
M W
i 1
Fr - 1L + G
AV
A (32) szerinti  V 4 =1 4 0)3 helyettesitéssel és wl o § a)z _
w 13 w 23
3 3
figyelembe vételével.
2 ) 2
m_Ql l13+ 2 23 931+
r 2 7 2 2 me=
r4 14 4 ’224 r4 34
2 2
0,14 40, 58 0,13 6,34 1, 1
- 5 . - 5 + 2 = o 10°=16817 [kg].
0,125 0,96  0,1257 0,98 0, 1252
M. i

F =G - =5
- ry T’



Csizmadia Béla (Szerk.)

mivel 7224 = 7223 . 1= %f és 7234 =1,

— —
Most mar a feladat a kovetkezé: a v 4 = -3V 4 kezddsebességgel mozgd m_tomegt testre
ismeretlen ¥ = j F er6 hat, amely I, = -] S tton megdllitja az m_témeget.
r r

[rjunk fel erre a redukalt rendszerre egy munkatételt:

E. -E =W
0

1 12
1 2
_Emrvtl_—Frsf'
Ebbé]
Inrvj 16817.0, 3°
Fo= , = —5 = 755 [N].

A (48)-bdl pedig az alkalmazand¢ fékezényomaték:
G-F )r, 7 (9,81.10°-0, 756.10°)0, 125, 0,96
M. = r' 4 (14

f iis 40, 58

= 26,8 [Nm].

2.3. MEREV TESTEKBOL ALLO BONYOLULTABB SZERKEZETEK MOZGASANAK VIZSGALATA
A RELATIV MOZGAS SEGITSEGEVEL

Eddigiekben az erét Ggy értelmeztiik, mint testek kolcsonhatasat. Foldhoz kotott, allé koordi-
natarendszerben (V1. fejezet 1.3.1. pontja) a testek mozgasat az el6bb értelmezett er6kkel — a
Newton-torvények felhaszndlasaval — megmagyarazhatjuk.
Tovabbiakban tegyiik fel, hogy a mozgas vizsgalatat olyan koordinatarendszerben (g 7, ﬁ)
végezzik, amely a nyugvonak feltételezett rendszerhez képest mozog (120. dbra).
A VI. 1.3.3. fejezet (20) Osszefiiggése szerint a gyorsulasok kozott fennall:
- — — —
a =x+a +a_ .,
SZ C

Ezt a relativ gyorsulasra ( OhC-h) megoldott alakban is felirhatjuk

—— = — —
&C=a - a -a_,
sz c

és az egyenletet végigszorozva a mozgo anyagi pont tomegével

— — —— ——
m& = ma - ma - ma (53)
Sz c

Osszefiiggés adodik.
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120. dbra

X

A mozg6 koordinatarendszerben a gyorsulasa &C ; tehit, hogy ebben a koordindtarendszerben
is érvényesek legyenek a Newton-torvények, az ¢ gyorsulasi mozgast csak egy
— ——
F = m&
r

relativ erd létezésével értelmezhetjiik.
A tomegpontra a testek kolcsonhatasaként miikodo erdk ereddje:

—

—
F = ma ,

amelynek hatdsara futja be a tomegpont a valodi palyat, Ha bevezetjiik az

F = - ma
sz sz ’ (53a)
FC = = mac (53b)

jeloléseket, és ezeket szallitderdnek (elsé jarulékos erd elnevezés is hasznélatos kifejezés) és Cori-
olis-erének (masodik jarulékos erd) nevezziik, akkor az (53) egyenlet

— —— —— ——

F.=F+F +F (54)

r SZ Cc
. 7 7 . s ” > 7 . ” = 7 s ” ey 4 . .
alakban lfirhato. Vagyis a relativ eré F_a valodi erbnek F a szdllitéerének F ‘s a Coriolis-
erének [ vektordsszege. T Sz
Cc

Mivel F:‘ = m& ugyanolyan alakud, mint Newton II. torvénye (dinamika alaptdrvénye), az

abbol levezetett dsszes tételek (pl. impulzustétel, D' Alembert-egyenlet) a mozgé koordinéta-
rendszerben is felhasznalhatok. Csak arra kell tigyelni, hogy a mozg6 rendszerben nem a valddi
er6t, hanem a relativ erét kell felhaszndlni.
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33. feladat:

A 121.a) dbrdn kisebb elektromotoroknal haszndlatos fordulatszam-szabélyozét latunk. A ten-
gellyel egyiitt forog a tarcsa, amelyen egy forgathaté érintkezékar van elhelyezve. Ha a fordulat-
szam egy adott értéke meghalad, az érintkezéfej elvalik az érintkez6tol.

121. dabra

erintkezd

\ erintkezékar

/7= 50mm | =65mm

r=32mm o=15° Y =45°

Mekkora legyen az F, rugéerd, ha a maximalt fordulatszim n=1000/min és az érintkezéfej
tomege m = 4,5.107% kg. Az érintkezdkar és a rugd tomegét elhanyagolhatonak vessziik. A geo-
metriai adatok az abrardl leolvashatok. Azt a pillanatot vizsgaljuk, amikor az érintkezéfej még
éppen nem valik el az érintkez6tdl.

A forgd tarcsahoz kotott f 7, koordinatarendszerben az érintkezékar és fej még nyugalom-

ban van, tehat egyensulyi er6rendszer hat ra. Vagyis a mozgd koordinatarendszerben

F =0,
r

M =0.
or

[rjuk fel most részletesebben a mozgd koordinatarendszerben az érintkez8karra és fejre hatd
erdket (54) Osszefiiggés szerint:

F =G+K. +K. +F F +F
. ) + 1+Frug6+F

+F ,
Sz c

—

— —— — —- —
ahol G asulyer6, K K ., kényszererok (az elvalas pillanatdban K. = (0 ), F
1’ 2 2 rugd

=
©o
o
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— —_—
arugberd, F  aszéllitéer6 és F  a Coriolis-er6.
K2=0), Frugo” sz -

Az (53a) és (53b) szerint:

F = - ma_ = e, mr&)zcos 15O +e a)2 in 15°
sz - g e, mr sin 15"
F =-ma = m.20%x@=0,
8 c
mert f&b:_b’

[rjunk fel egy nyomatéki egyenletet a f 27 forgd koordindtarendszerben a 0 ponton dtme-
no, f 7 sikra merdleges tengelyre! (Az érintkezdfej vastagsagat elhanyagoljuk).

-0 = - 2 . .0 0
Mor =0 = fl Frugé gm rw sinl5 +£G cos45 i
Rendezve
2
F _ g(m rw” sinls’ - Gcos450)
rugé {,’l :

Elészor hatarozzuk meg ¢ értékét:

_7r 1 T
W= 27Tn = 2.3, 14, — = [
n 3,14.1000 . —= = 105 1/s_]f.

Ezutan helyettesitsiink be az el6z6 egyenletbe

-2 -2 -2 -2
_ 6,5.10 (4,5.10 ~.3,2.10 .1,1.104.0,26-4,5.10 .9,81.0,705)
rugdé 5 10r2
= 4,92 .
Frygs = [N]

Tehat a rugdnak 4,92 N er6t kell kifejtenie, ahhoz, hogy az érintkez6 fej 1000 1/perc-nél nagyobb
fordulatszam esetén elvaljon az érintkez6tol.
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VII. RUGALMAS TESTEKBOL ALLO SZERKEZETEK MOZGASA
1. Utkozés

Utkozésrdl beszéliink, ha két test mozgdsdllapota egymdsra hatds kivetkeztében — rugalmas, vagy
részben rugalmas alakvaltozas kozben — rovid idé alatt megvdltozik. Az alabbiakban sikmozgast
végzo testek (v. 6. V. fejezet 1.3. pontjaval) titkozésével foglalkozunk.

A 122. dbrdn az m és m, tdmegli rugalmas testeket tiintettiik fel az {itkdzést megelozo 1d0p11-
lanatban. Az ermtkezes p1llanataban a két test P, illetve P, pontjanak sebessege vl, illetve 3 V2>

szogsebessége a) , illetve a)
1 2

— —_
Ha n, és n2 a két testet az {itk6zés pontjaban érinté sik normalvektorai, akkor a két test itko-

1

zésének feltétele az alabbiak szerint fogalmazhat6é meg.
- —— —— —— ——

(VI-VZ) nl = (Vz-Vl) n2 >0, (1)

Vizsgaljuk az iitkozés folyamatat a lejatszodo alakvaltozasok figyelembevételével.

122. dbra

a) Osszenyomdddsi (kompresszids) szakasz Y
Mivel fennéll az (1) egyenlStlenség a testek egymasba igyekeznek hatolni, ezért V., és v
sebességiik rohamosan valtozik, a bels6 er novekszik. 1 2
Az 6sszenyomodas befejeztével a belsd eré maximalis. Ekkor az érintkez6 pontok c. 1 és C2
sebességének € 1n ¢S C2n normalosszetevéi azonosak. Azaz

c. =¢ .n=c =c .1 2
In_ 1M T C%p 7% -0 @

A 123. dbra a teljes 6sszenyomodasi allapotot tiinteti fel, az alakvaltozasokat felnagyitva.
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123. dbra

b) Taguldsi (expanziés) szakasz
A testek rugalmassaguk folytan fokozatosan, részben, vagy teljesen visszanyerik iitkozés elotti
alakjukat, mikézben a bels6 erd csokken, a testek P, és P, pontjdnak sebessége EI és C,, -16l

2

rohamosan Wl és \;75 -re valtozik. Az iitk6zési folyamatban elszenvedett alakvéltozasok egy
része — a testek anyagatodl fiiggéen — rugalmas, egy része marad¢ alakvaltozas. A rugalmas alak-
valtozasra forditodott mozgasi energia az iitkozés tag tagulasi szakaszaban visszaalakul mozgasi
energidva.

Hogy az alakvaltozds sordn iitkozd test elvesztett mozgdsmennyiségének hdnyadrésze alakul
vissza mozgdsmennyiséggé, azt az iitkozo testek anyagatdl fiiggd k titkozési tényezd fejezi ki.

Az el6bbi fizikai tényt az alabbi két egyenlet fejezi ki:

— e

- - o (3a)
my(Wgy = Cgp) = kemyle v ),
Sl — _ e —p
rr12(wS2 csz) = k'mZ(CSZ VSZ) ,  (3b)

- ——
aholV_., C . és ;v; a testek stlypontjainak sebessége az titkozési folyamat kiillonboz6
i

S1 S1
szakaszaiban. .
Ha 3{’1 | n 1 illetve AL [ o, akkor egyenes iitkozésrol, ellenkezd esetben ferde titko-

zésrol beszéliink.

Centrikusnak mondjuk az iitkozést, ha az érintkezési pont érintdsikjdnak normadlisa illeszkedik
az S, illetve S, sulypontokra.

Kiilpontos vagy excentrikus titkozésrél pedig akkor beszéliink, ha az érintkezési pont érint6-
sikjanak normélisa nem illeszkedik az iitk6z0 testek S, és S, stlypontjaira.

Feladatunk, hogy ismert titkozés elotti mozgasallapotok esetén meghatarozzuk az titkozés
utani mozgasallapotokat.



Csizmadia Béla (Szerk.)

Az utkozés kozben lejatszodo folyamatok egyszertibb leirasa érdekében elsé 1épésben a ko-
vetkezd feltevésekkel éliink.

1. Az itko6z6 testek rugalmasak.

2. Az titkdzés normalisa 3 mozgas sikjaba esik és az alakvaltozas soran nem valtoztatja
helyzetét.

3. Az iitkozés centrikus.

4. A testekre kozvetlen itkozés el6tt miikodo kiilsé er6rendszer ereddje zérus, illetve a
fellép6 nagy belsé erékhoz képest elhanyagolhato:

— — —
R =2 F. =0
5. Az Utkoz6 testek feliilete tokéletesen sima (,u= 0), azaz az titkdzés sordn a testek altal

egymasra kifejtett er6k normaliranytak. (124. dbra). Newton harmadik térvénye alap-
jan irhato:

F F
12 - 7 a1
124. dbra

1.1. RUGALMAS TESTEK UTKOZESE MOZDULATLAN (VEGTELEN TOMEGU) SIK FELULETU FALBA
—_— —>
A 125. dbrdn lathaté m =CO  témeglinek tekintheté mozdulatlan falba (VS 1 - 0) m 2
tomegli test iitkozik V_; sebességgel.
S

—
Az itkozés centrikus, mert n  hatdsvonala illeszkedik az {itkozo testek stlypontjara. Az {itko-
zés pillanatdban a 4. és 5. feltevések szerint egyetlen bels6 er6 hat az m, tomegi testre, melynek

vektora le =—F21.n .

Alkalmazzuk a merev testre vonatkozé perdiilettételt. Felirva az S, ponton 4tmend, az {itk6zés
sikjara meréleges tengelyre a

flf = egyenletet,
s2 Z MiZ &
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a M.2 = ( miatta JT g5 = 0 - Az egyenlet mindkét oldalanak integralasaval a kdvet-
1 S

kez6 megallapitast tehetjiik:

I = & W =
52 52 % constans (4)
125. dbra
mLm
/|
/T)l é
- A/ M2
N, Fa A5 SAS\
: =
w2
z

Tehat a centrikusan iitkoz0 testek szogsebessége az iitk0zés alatt nem vdltozik.
Most alkalmazzuk az iitk6zés egész idejére az impulzustétel integralis alakjat (125. dbra):

&
—— — —
m, . w -m, . = -
2 &2 9+ Vo n F21 dt. /.m
Az m irdny( vetiileti egyenlet,az Moo W p “MoeV o = O feliraséval nyerjiik:
Vs2m ~ Vs2m (5)

—
azaz az {itkdzés alatt az m, tomegl test stlypontja sebességének csak n irdnyd komponense
valtozik meg.

Az érintkezési pont 2 sebessége
— — b R — —
vV, = v, + & xr_ . n
2 s2 2 sp /

Képezziik a fenti vektoregyenlet n iranyu vetiiletét:

v =V .
2n s2n ©)
A (6) egyenletbdl kovetkezik, hogy a centrikus titkdzésnél a test -1_; hatdsvonaldn levé pontok

-, , . ‘
n imanyu sebessege azonos.
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E megallapitas alapjan a (2) egyenletet

Cc =cC
sln s2n 7)
alakban irhatjuk.
A (3b) egyenlet B vel torténd beszorzdsa utdn a
2
w -C =k (c -
s2n s2n ( s2n VsZn)
egyenletet nyerjiik. -~
Ha figyelembe vessziik (7)-et és azt, hogy a mozdulatlan fal sebességének n  iranyd veti-
lete C sy 0, akkor az el8bbi egyenlet az aldbbiak szerint alakul:
w =-k. .
s2n Vs2n ®)

A (4), (5) és (8) Osszefiiggések egyiittesen az m, tdmeg( test iitkdzés utdni sebességéllapotat adjik
meg. Az itkozés utan a stilypont sebessége tehat

—— —— . ——

WSZZVSZm'm_k'VSZn'n'

A gyakorlatban a kovetkezé esetek fordulnak el6 (126. dbra).

126. dbra
B>L
7 _ !
n /]
< IS, S
L/MNLS L/
z
145
Vs2 We2 ;;2 V"V; P
G ] C
) ’
Lk=1 esetén tokéletesen rugalmas titkozésrdl beszéliink. Ilyennek tekinthetd két acél
anyagu test iitkozése (126.a) dbra).
2.0<k<l rugalmas titk6zés, mint példaul a betontestre es6 keménység-méré kalapacs.
(126.b) dbra).
3.k=0 rugalmatlan — pl. képlékeny — anyagok titkozése (126.c) dbra).

Vizsgaljuk még meg az iitkozés kiilonbozo fazisaiban az energiaviszonyokat!
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Utkozés el6tti mozgési energia

- 2 2 2 2 2
o
g o_ 282 ., 2@y Mg TVeo)) O @
1 2 2 - 2 T :
Utkdzés utdni mozgasi energia
m, . W 2o mwh 4w 2
g oo .2 s2 Qg2 w2 2Werm™Vean) @ gp
2 2 2 B 9 + 2
Felhasznalva a (8) egyenletet
2 2
(2' + K VsZn) o @2
. 2''s2m , s2%2
2 2 2
Mozgasi energiaveszteség
Y. 2 2
AE - E. -FE - m2(\52m VsZn) mz(v 2 ik VsZn)
e S 2 i 2
Az §sszevonast elvégezve
2
m,. V (l-kz)
2" s2n
AE = 5 9)

A (9) Osszefiiggés szerint adott testek titkdzése esetén a mozgdsienergia-veszteség csak a nor-
malosszetevotdl fiigg. A VIII tablazatban 6sszefoglalva kozoljik az titkdzés utani sebességossze-

tevoket és a mozgasienergia-veszteségeket kiillonboz6 titkozések esetére.
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Csizmadia Béla (Szerk.)

VIILI. tabldzat

Mechanikai jellemz8 Utkozési tényezé

Megnevezés Jele k=1 0<k<l1 k=0

Az m, tomeg titko-

zés utdni sulyponti
sebességének nor- s2n s2n s2n
mdl osszeteviije.

Az m, tomeg litko-

zés utdni sulyponti
sebességének érin- w v v v
P g . o s2m s2m s2m s2m
t6 irdnyu osszetevg-

je.

’ 2

Mozgési energia- m.V m,.Vv
2 2 2
véltoz4s AE 0 (1-k%) —Z s2n & =%

Szogsebesség nagy- | @, 1) W, w
sdga _ |

1.2. HALADO MOZGAST VEGZO RUGALMAS TESTEK CENTRIKUS UTKOZESE
A 127. dbrdn lathaté m, és m, tomeg testek iitkozés elétt v 1 és vy 9 sulyponti sebességgel
mozognak. = .
Az iitkozés folyaman felléps F 12 illetve le erék az 5. feltevés értelmében parhuzamosak

n. ,illetve T vektorral.
n 1 )
A (4) és (5) Osszefuiggések levezetéséhez hasonldan mindkét testre bizonyithato:

&31 = constans; (.02 = constans,
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127. dbra

w = v ; w = v . (10

Az iitkozés utdni sebességvektorok e irdnya osszetevéinek meghatarozasara a (3a) és (3b)
egyenleteket hasznalhatjuk fel.
Beszorozva a fenti két egyenletet T vektorral és egyszerfisitve:

w -c
sln sln

)

k -
(Csln Vsln

w - C

s2n s2n i e -V ) -

s2n s2n

Az els6b6l a masodikat kivonva, majd ebbe a (7) egyenletet helyettesitve jutunk (11)-hez

Wsln —4W52n =K (Vsln B VsZn ) (D

Tovéabbiakban alkalmazzuk a két testbél allo rendszerre az impulzustételt:

> bt
[=2F .
A 4. feltevés szerint az egész rendszerre hato kiils6 eré, 27 —15" = —0.- .
Vagyis 1
I = . (12)

—
A (12) egyenletet integralva I = constans eredményre jutunk. A fenti eredmény az {itk6zés
el6tti és utani mozgasmennyiségek egyenléségét jelenti, tehat
m ;— + m \.’_.- = m .V m .—.-
1's1 * MaVsy = MpeWgy T My Wy -+ (13)

A (13a) egyenletet szorozva 1 vektorral:

m,.v +

1° "sln L .

m2V82n =1n1. sln ZWSZn + (13b)
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Csizmadia Béla (Szerk.)

Ez most a (11) Osszefiiggéssel egyiitt, egy kétismeretlenes egyenletrendszert alkot, melybél
W, és W, meghatdrozhato:

In

m
_ 1
Yon T Von ® rnl+m2 (1+k) (Vln ) V2n) y (14)
m
w, o=y - 2 (I+k) (v, - v,) (15)
1n 1n ml+m2 1n 2n’ °

Az eredményekbdl megallapithatjuk, hogy az iitkozd testeknek az iitkozési normadlisra merdleges
sebességosszetevéik nem viltoznak [ (10) egyenlet], a normalis iranyba esé Osszetevéik pedig a
(14) és (15) osszefuiggésekkel szamithatok.

Egyenes iitkdzéskor egyszeriisodik a feladat, mert:

Wlm :Vlm :W2m - V2m =0.

A marad¢ alakvéltozasra forditott mozgasi energia a részletek elhagyasaval, az 1.1. pontban
leirtakhoz hasonlé levezetés utan:

2. M1 My 2 (16)

1
AE =>-(1-k") —= (v -
2 ( ) m, +m ( 1n V2n)
1 72
Osszefoglalva az iitkozésrdl térgyaltakat, a centrikus iitkdzés uténi sebességallapotok meghata-
rozasdhoz elegendd felirni:
a) Az egész rendszerre vonatkozé impulzustételt (13).

b) A mozgasmennyiség visszalakulasat kifejezd osszefiiggést (3).

34. feladat:
Hany iités sziikséges a 24. dbrdn bemutatott colopverd kossal ahhoz, hogy a c6lop y = 10 cm
mélyen keriiljon a foldbe, ha 1 cm-es foldbehatoldshoz W = 11540 Nm/cm munka sziikséges.
A kos tomege m = 450 kg, az {litkozési tényez6 k = 0,45.

A 7. feladatban kiszamitott kossebesség az titkozés el6tti pillanatban v = 7,67 m/s. Ezt az titko-
zést rugalmas test mozdulatlan, sik feliilet falba torténd iitkozésének tekinthetjiik. Igy a mozgési
energiaveszteség, amely munkava alakul a (9) 6sszefiiggés szerint:

m v

2
S (1K)

_ 450.58, 86

E 2

(1-0,2025) = 10580 [ Nm].

A beveréshez sziikséges munka

W = y.w, = 10.11540 = 115400 [ Nm].
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A sziikséges titések szama tehat

. E~”5400~11
- E ~ 10580 :

35. feladat:
Meghatdrozandd, hogy egy acéltusko z, = 66,5 mm méretre kovacsoldsahoz az m, = 100 kg tome-
gli medve hanyszori leejtése sziikséges h = 1 m magassagbol, ha az acéltuské 1 mm-es zomitésé-
hez W,=100 Nm/mm munka sziikséges (128. dbra)! Az acéltusko eredeti mérete z, = 90 mm, és
az utkozési tényez6 k = 0,45 .

A medve h magassagbol torténé szabadesés utan a 34. feladathoz elvégzett sebességszamitas-
hoz hasonléan v, sebességgel rendelkezik:

v, = -V2gh= V29,811 = - V19,62 = -4,43 mys .

128. dbra
g .
i
A ! :/ /')
[—_| 22
Z
| m, 1
777 7t y

Itt a negativ el6jel a negativ tengellyel egyez6 értelmii sebességre utal.
A (9) egyenlet szerint szamolhaté mozgasi energiaveszteség alakitasi munkava alakul:

2 2
2 Ns m
9 Yo 2 IOF 19,62 —
AF = —5— (1) = 5 .(1-0,203) ,
AE =785 Nm .
Az iitkozések szama

n=(z, -z) Yz _ (90-66,5mm.100 Nm/mm 5
2 1VAE 785 Nm = J.

A méretre kovacsolashoz tehat n = 3 iités sziikséges.
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Csizmadia Béla (Szerk.)

A medve {itkozés utani sebessége:

wy = - k. v, = -0,45.[-4,43 m/s ]| = 1,95 m/s,.
36. feladat:
Utkozési tényezd gyakorlati meghatérozasa.

Elve: a h magassagbol leejtett test visszapattandsa utdni h magassagot (v = 0) mérjiik (129. dbra).

129. dbra

Y
my g—
7N
A A
IWQ "
m7 {Vy

A h magassagbol szabadon es6 test sebessége az el6z6ek szerint

sz-m

Utkozés utan a golyé h magassagig jut vissza. Ezen magassag eléréséhez w, iitkozés utani sebes-

ségre van sziikség, vagyis:
W, = \/ 2 g hl

A (8) egyenlet szerint

W, = - k Vo
Behelyettesités utan —\2 g h. =k v 2 g h egyenl6séget nyerjiik, amelybél k megha-
tarozhato: L
h
W | e 3
h
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2. Egyszabadsagfoku lengdrendszer szabad lengése

A feladat megfogalmazasa érdekében vizsgaljuk meg a 130. dbrdn lathaté daruszerkezet viselke-
dését a daru miikodése kozben.

Terheletlen éllapotban a daruhidat a sajat G, és az emeldszerkezet (macska) G'2 stilya terhe-
li. Ezen terhelési dllapotban kialakul egy nyugalmi helyzet. Amint a daru emelni kezdi az m,"
tomegt Q sulyt a szerkezet kimozdul az el6z6 egyensulyi allapotbol. A terhelésraadas id6ben
gyorsan megy végbe (dinamikus). A szerkezetben az alakvaltozas folytan belsé (potencialis)
energia halmozddik fel, melynek révén az emelendd tomegre a szerkezet visszatérité erét fejt ki,
és igy az mozgast végez. A mozgas jellege az alaphelyzet koriil torténd sajatlengés, miutdn az m és
m, = m,’ + m," témegekbdl 4ll6 rendszerre csak a G, és G, sajatsulyok hatnak. A rugalmas szer-
kezet bels6 csillapitasatol eltekintve csillapitas nélkiili lengdmozgasrol van sz6. A szabad lengés
(sajatlengés) masodpercenkéntilengésszamat sajatfrekvencidnak nevezziik. (Lasd még III. fejezet
3.1. pont).

130. dbra

1

E fejezetben a szerkezetek sajatfrekvencidjanak meghatarozasaval foglalkozunk. Ennek érde-
kében bizonyos elhanyagolasokkal, feltevésekkel éliink, melyek a feladatnak egyszeriibb matema-
tikai formaban torténd felirasat és megoldasat teszik lehetévé.

a) A szerkezet tokéletesen rugalmasan viselkedik.

b) A szerkezet m1 tomegét koncentraltan vessziik figyelembe a szerkezet sulypontjaban,
azaz un. egytomegi lengérendszerként modellezziik.

c) m, &< m, esetén jo kozelitéssel az m tomeg hatdsa elhanyagolhato.

A fenti szempontok figyelembevételével a 130.a) dbrdn lathaté szerkezet modelljét a 130.b)
dbrdn rajzoltuk meg. Ez a lengGrendszer egyszabadsdgfokii, mert a rendszer tomegének helyzetét
meghatdrozo fiiggetlen koordindtdk szdama egy.

o

(€Y)



Csizmadia Béla (Szerk.)

2.1. HAJLITO LENGES

Bevezetként vizsgaljuk meg a kovetkezd statikai feladatot. A 131. dbrdn vazolt rugalmas tartéra
— ,
helyezett m tomegre F erd hat, melynek hatdsara létrejové z elmozdulas nagysaga:

z =F . Cll . (17)

A ¢, rugddllandé nagysaga a rud geometriai és rugalmassdgi jellemzditdl fiigg. Ertelmezés sze-

rint
— E T
i ’:m/hJ .

131. dbra
2| .
m * y F,
Y~\‘hj§;——‘zf"% m
L, F ’ =
- /> — //2 o F
a, b,

A rugéalland6 mérészama megegyezik az egységerd altal létrehozott elmozdulas mérészama-
val. A ¢, mennyiség a szildrdsdgtan munkatételeivel meghatdrozhaté. A 131.b) dbrdn feltiintet-
tik az m tomegpontra hatd egyensulyi er6rendszert.

Felirhato tehat az egyensulyi egyenlet:

Most pedig tekintsiik az egyensulyi helyzetébdl z_ tavolsdggal fiiggdlegesen kimozditott és
magara hagyott anyagi pont szabad lengését (132. dbra). A statikai modell azonos a 100. dbrdn
levével.

132. dbra
Z Tma’
I /.
' ! A T
%;-?{%ﬁqr__zo//% 4 v
T F=ma
[ / |
' —
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A z_koordinatdval jellemzett helyen az anyagi pontra valamilyen visszatérité erd hat, mely felfelé
torténd elmozduldst okoz. Egy bizonyos idépillanatban az anyagi pont helyzete z koordinataja-
val jellemezhetd.

Ezen helyzetében a tartoszerkezetrdl az anyagi pontra hatd Tr visszatérit6 er6 a gyorsuldst
hoz létre, amelyre az impulzustétel szerint az

d2
ma = m . ,;Z = F (18)
4 \%
dt
egyenlet all fenn.
Bevezetve az - -
F ma

tehetetlenségi vagy inerciaer$ fogalmat (mint képzelt erdt) a kinetikai feladatot D'Alembert-elv
szerint (1asd III. fejezet 2.4. pontot) ugy vizsgalhatjuk, mintha az anyagi pontra egyensulyi er6-
rendszer hatna. E szerint

F +F =0 (19)
Felhasznalva az el6z6 pont (17) egyenletét irhatjuk:
2=l -
Ebbe helyettesitjiik (19)-et és (18)-at

Atrendezés utan

differencidlegyenletet nyerjiik.

2 1
Bevezetveaz oc = ———— jelolést, a megoldas a II1. fejezet (32) differencidlegyenletének
m C
11
megoldasahoz hasonléan
= A sin(aat +
(et +¢)
alakban adodik.
Itt a lengémozgas korfrekvenciaja tehat:

N 1

o = V— (20)
m Cll
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A rugoallandé az el6z6ek szerint

3
o 2 .
11 7 EIfM ds =48 Bl -

po% 1L Ve

Sajatfrekvencia

. 2.71"/ _ 21’[\{
m ¢y Q_cll

ahol Q. ¢, =a mennyiség az m tomeg(l Q stlyt statikus teher dltal létrehozott lehajls.
Igy (21a) egyszeriibb alakra hozhato:

’ (21a)

W)

VZV? i 5 1] - 300 1|
IZJTVa_(; ‘\ao [em] \ a [cm] | min (21b)

A (21b) Osszefliggés a gyakorlati szamitdsokban nagyon elényos, mert a sajatfrekvencia mindosz-
sze egy adattdl fligg, az a_ statikus teher okozta lehajlastol, s melynek mérése vagy szdmitésa is
egyszeriien torténik.

2.2. TORZIOS LENGES

A 133. dbran levl befalazott tengelyre rogzitett tarcsat a z tengely koriil elforditunk p szoggel
és magdra hagyjuk. A tarcsa a rudtengely koriil torzids lengémozgast végez.

133. dbra
f)’ m I
A
z Ip z x
—— ~—- —
i >

A tengelyrdl a tdrcsdra M, visszatéritd nyomaték hat. Alkalmazva z tengelyre a perdiilettételt:

2
d
QZ:_:‘Z@:M

dt *

’
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amibdl — az el6z6 ponthoz hasonldan —

¥+ 6_ . b a9 =0 (22)
z 11 dt2

differencidlegyenletre jutunk.

Itt a b, rugédllandé az anyagi pontra hatd, z tengely koriil forgaté egységnyi nyomaték dltal
létrehozott szogelforduldssal ardnyos mennyiség. (MérGszama azonos ezen szogelfordulassal).
A differencialegyenlet megoldasa

= sin (0t +
b=, s @e+gy
alakban nyerheté.
A VILI fejezet 2.1. pontjanak analdgidjara a sajatkorfrekvencia

oC = 1

. b
692 11

(22)

A Qz az V. fejezet 2.3.1. pontja szerint szamithato.

A rugoéallandé a szilardsdgtan munkatételeivel hatarozhato meg:

1 2 1
b = - 1
11~ G I j‘ Mo ds= 53 [”Nm]'
p p

A sajatfrekvenciat pedig

o T O (29)

Osszefiiggés adja meg.
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3. Kétszabadsagfoku hajlito lengérendszer szabad lengése

Kétszabadsagfokinak nevezziik a leng6rendszert, ha a rendszer tomegeinek helyzetét meghata-
roz¢ fiiggetlen koordinatdk szama kettd.

Igy modellezhetd példaul a keretre helyezkedd egytomegli, vagy az elhanyagolhaté tomegt
tengelyre ékelt két fogaskerékbdl allo sikmozgast végz6 rendszer (134. dbra).

134. dbra

ésl g

Foglalkozzunk egy kicsit részletesebben a 134.d) abran lathaté modellel. A 135. dbrdn feltiin-
tettiik a modell eredeti egyenes alakjat, a kimozditott és magara hagyott rendszer egy kozbensé
helyzetét, valamint a két anyagi pontra haté valdsagos és képzelt eréket.

Az, és z, eltoloddsok a képzelt F,| és F , er6kkel ardnyos elmozduldsok szuperponaldsaval
hatarozhatok meg:

Zl :Fll 'Cll +F12'C12’

z,=F .c,+F, .c (25)

bt

A (25) egyenletrendszerben szerepld c ,, c, , c21, c,, mennyiségek a tartéra jellemz6 allandok, a
geometriai és rugalmassagi jellemz6ktol fliggenek és rugéallandoként értelmezhetdk.
E fenti rendszer a zy sikban végez lengémozgast.
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135. dbra

< F,
> =~ i % 2 2 P
- 5
| - ey = =
l-.%x/xw__lI 11=7M G, fr-ma,

d =z d z

F = m | illetve r = . (26)
vl . 5 vy = My . 5
dt dt

Ha valamely tartdszerkezethez kapcsolodo elemek tomege lényegesen nem nagyobb a tarto
tomegénél, akkor ez utobbit nem hanyagolhatjuk el. P1. egy sulyos kéttamaszu tarto, vagy tengely
sajatfrekvenciait a tartd tomege befolyasolja. A modell Ggy is megvélaszthatd, hogy a folytatdla-
gos rudszerkezet lengését kéttomegii lengérendszerrel kozelitjiik (136. dbra).

A tartot két részre bontva az egyes részek tomegét a részstlypontokba redukaljuk, s kapjuk a
kéttomegii leng6rendszert. A tartét minél tobb tomegpontra bontjuk, annal pontosabban hata-
rozhatjuk meg a sajatfrekvenciat.

136. dbra
Z
My m|t2 z M= m,, + m,,
|
H-L-e5, - —- L5 A My My y
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3.1. RUGOALLANDOK ERTELMEZESE ES MEGHATAROZASA

A 137. abran tiintettiik fel a tomegpontokra haté egységer6k hatasara 1étrejovo alakvaltozasokat.
Az m, tdmegre miikodé F' = 1IN erd hatdsdra az m  illetve m, tomeg eltolodasa c, illetve c,,.

137. dbra
Fl=1n
9

vl
A @15y A —m TR

e ’ -~ o [ -
a, b,

Az m, tdmegre mlikodd F', = 1N erd hatdsdra az m,, ill. m, tomeg eltoloddsa c , illetve c , .

A rugoéallandék meghatdrozasa a szilardsagtanbol ismeretes.

Megjegyzés: A Maxwell-féle felcserélhetdségi tétel értelmében c , = c,, . A fenti mennyisége-
ket egységtényezdknek is nevezik, ugyanis az egységerébol keletkezé elmozdulasok mérészamat

adjak.
3.2. SAJATFREKVENCIAK MEGHATAROZASA

Helyettesitsiik a (25) egyenletrendszerbe a (19) és (26) egyenleteket, rendezés utan a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

2
d Zl d222

m cll' dt2+m2.012. —d—+zl—0 s

L (27)

2
le d222

m..c. .. 4+ m,. . cC . —+z. =0

1°712 2 2 2 *

dt - dt2 2

Ezen alland¢ egytitthatos differencialegyenlet megoldasat

zl:Al.sin(oot+ cgo),

z, = A, . sin (Xt + ?.)

alakban allithatjuk el6.
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Képezve a differencialhanyadosokat

d z d z

1
ke AlOCcos(cx+t +tfo), sl Azou:os (ot +Lpo) .
2
dzzl 9 d Zy 9
dtZ:-Al . 0¢ sin (&t + Cpo); dtz =-Azoc sin («xt +(PO)

és behelyettesitve a (27) egyenletrendszerbe kapjuk:

2 2 .
- ml'cll'Al' o .sin(Xt +L}70)— mzcle2 oc sin (Gt +(PO) +

+ Al.s'm (ot +CPO) =

2 2
- m,.c, A . in (X A in (&
m, C21 Al o sin (Xt +cpo) 2 9oty & sin (&t +q70) +

+ Ay.sinct £ ) = 0.

Egyszersités és rendezés utan:

9 2
Al(l-mlcll o) - A2m2. cl‘,2 a =0,
2
-A. m . c,, +A (l-m.c 062):

1 21 2 222

alaku egyenletrendszert nyerjiik.

A fenti egyenletrendszernek A és A -re szimunkra érdekes, trividlistol kiilonb6zé megoldasa
az egyenletrendszer determinansanak zérus értéke esetén lehetséges.

Az Gn. karakterisztikus determindns

1-m.c a,z -m,c CY,Z

1711 212

=0,

m,.c &2 l-myc, &

1721 2722

Kifejtve a determinanst, a mtveletek elvégzése utan a
4 2 2
0= 0 mymy(e))8yp7C p )~ emyey ytmyc,p) + 1

negyedfoku egyenlethez jutunk.
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Az egyenlet megoldasaként két sajat korfrekvenciat kapunk

2

2
m.c %{n c v&na c,,) 4 m m,c
i :\ 1711 191172522 12712 (g
l b
1 M9 T€116997¢19 )

1

) 3 2
I e N S \/(?nlcll MyCyp)“+d mmyc,,

2mlm(c

(28b)
115227 22)

sajatfrekvenciak értéke

<
1
5-2
%\
S
Il
SR

37. feladat:

Hatarozzuk meg a 138. dbrdn levé tortvonald tartora szerelt m = 500 kg tomegti vilagitéoszlop
sajdtfrekvencidit! Az egyes szakaszok hossza: [ = 4 m; [ = 2m, a keresztmetszetek mésodrendt
nyomatékai: I, = 5000 cm*; I, = 4000 cm*. A tartd anyagdnak rugalmassagi modulusa:

E=2.10" N/cm?

A szerkezet modelljét a 138.b) dbrdn lathatéan kozelitettiik a tarté tomegének elhanyagolasaval.

138. dbra
Fl=1N
T QQ T —e ——— L~ ‘
P ,171/__2 =IN
= i M, le' (5
| Fl1 M,
- 7 1 77777 77777 7
2 L2
a, b, o d,
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Elészor hatarozzuk meg a rugéallanddkat a szilardsagtanban tanultak felhasznalasaval:

M. 2 2 .
c :ljll ds = 1 42 2 9 _ t)  e4,10°
11~ E I > T EI 2 3 1 1. ,
1 ) SEL 5 9107 5. 10°
_ -4 cm
= 2,135.10 [—ﬁ] ,
2 2
M
. :gf‘ledS:_ 1 {) /- ‘) 52_
12~ E I EJ, g 5= 2EI. ‘21
16.10%. 2. 107 -4 [em
= =0 - LE.10 T
2.2.10".5.10 '
2 2 2 2 3
M )
1M 1 ﬁ72 51 ‘02 2 ¢ (iz 81 ?,
o2 TE)TT T OE|T 2. 3 2|7 "1 T 3EL °
1 2 1 2
2
B 4.104.4.10 8.106 -4 cm
S = 105,10 =
2.10".5.10 3.2.10°.4.10

Sajatkorfrekvencidk a VII. fejezet 3.2. pontja szerint, figyelembe véve, hogy esetiinkben
m =m,=m =500 kg = 0,05 Ns’/cm igy a (28b) 0sszefiiggésben m értékével egyszeriisithetiink:

—

-4 - - -

o J1/3:135.10°+1,93.10 4 +W/(2,135-1,93)2.10 844.1,6.107

2 : ,
2.0,05.(2,135.1,93-1,6°) 1072

1
X = =
L= 53,7 2],

x é,135+1,93 -V0,2052+ 10, 24
. 2,52.10"3

A - 18,4 [1/5]

)
(€]
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A szerkezet sajatfrekvenciai tehat

d/l 18,4

(O S R ]
o

VI Y

Ry s |

4. Kétszabadsagfoku torzids leng6rendszer szabad lengése

A 139. dbran egy két csapaggyal rogzitett tengely lathato, melyre két szijtarcsat helyeztiink el.
A rendszer egy szijmeghajtas kozbensé elemeként dolgozik.

139. dbra

A szerkezet modelljét a 139.b) dbrdn tiintettiik fel. Uzem kozben az egyenetlen meghajtds,
valamint a meghajtdsban szerepld tomegek tehetetlensége folytén a tarcsdkon keresztiil M, és M,
csavaronyomaték hat a tengelyre. Ezek sohasem allando értékiiek, és valtozasuk olyan hatdssal
van a rendszerre, mint mikor azt egyensulyi helyzetébdl kimozdijtuk. Vizsgaljuk meg, hogy vi-
selkedik ilyen esetben a rendszer!

A nyugalmi helyzetbél vald kitérités eredményeként a tengely a tarcsdkra M| és M, visszaté-
rit6 nyomatékkal hat. (v.6. a VII. fejezet 2.1.; 2.2. pontjaval). A 139. dbra alapjan felirjuk mindkét
tarcsa tengelyére vonatkozo perdilettételt:

(29)

Bevezetve a képzelt inerciaer6k z tengelyre szamitott M
elv):

illetve M, nyomatékait (D'Alembert-

1’

P (30)

My =- 8, -3 Mp=-9
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Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

A VII. fejezet 2.1. pontjaban felirt statikai analégidhoz hasonldan az eredé elmozdulasok:

@) = Mppby #Mpb

@, = My by HMby,

aholb,,b,,, b , rugéallandok.

11> 722’

4.1. RUGOALLANDOK MEGHATAROZASA
A rugéallandot a VII. fejezet 3.1. pontban leirtakhoz hasonléan értelmezziik.

b, = Azm tomegi tdrcsira miikodo egységnyi nyomaték hatdsdra az 1-es tarcsa elforduldsa,
b, = Az m, tomegl tarcsdra miikodé egységnyi nyomaték hatdsdra az 1-es tarcsa elforduldsa,
b, = Az m, tomegii tircsara mikodo egységnyi nyomaték hatdsara a 2-es tarcsa elforduldsa,
c,, = Az m, témeg( tdrcsara mikodo egységnyi nyomaték hatdsdra a 2-es tarcsa elforduldsa.

Betti-tétel felhasznalasaval a rugédllandok a 139. dbra jeloléseivel:

1. 51 1.31 1. { .1.3

11 1 _.G° 127 1..G°
pl

4.2. SAJATFREKVENCIAK MEGHATAROZASA

Helyettesitsiik be a (31) egyenletrendszerbe a (30) egyenleteket,

d?‘t{?l dz(P2
$p+ 0,0« by 7t 8,5 by m5 =0,
dt dt
9 (33)
2
kf? + B b ﬁ + 8 b dﬁ =0
2 . . 2 ') 2 . 2 bt .
L1 Dol " 29 2 "

A (33) egyenletrendszer megolddsa

‘Pl = I}fl . osin (At 4@ )

(1022 % . sin (o(t+LFO)

alakban allithaté eld.

205



Csizmadia Béla (Szerk.)

A differencidlhanyadosok képzése és a (33) egyenletrendszerbe valo behelyeftesités utan felir-
hatjuk az egyenletrendszer karakterisztikus determinansat a VII fejezet 3.2. pontjaban leirtak
analdgidjara:

2

-9 . -8 .
L= 8 9 22010 &

2 2
—921.b210< 1- @zzbr)?a

A determinans kifejtése és rendezés utan:

4
0= o . . b - -
91 D 20Dy bry ) e =3

Az egyenlet megoldasai szolgaltatjak a torzios lengc’Srendszer sajatkorfrekvenciait:

i 2'
€101t €,9P00 @bll— 8,00 22> 48 1. 6,0,

o(,l = 5 (34a)
/ . Qz @ 2®11P9y = Pyy )
@ .b. .+ 68 _.b +]/(@ b, - & _.b )2+49 @ ..b 2
o = Zz1°711 727722 z1'1l Tz2" 22 z1® 7727712
= (34b)
2

26 -
zl® @zz' (bllb22 blZ' )

A sajat frekvencia értéke

& o
\) — ——]:— éS 1) —3
1 2T 2 2

)' bo

—~

Torzios lengés altalaban forgomozgasnal jon 1étre. Tokéletesen egyetlen forgd rendszert sem
lehet kiegyensulyozni. A tengelyen atvitt nyomaték a fordulatszammal periodikusan valtozik,
ezért az ilyen rendszerek gerjesztési frekvencidja az tizemi fordulatszam. A sajatfrekvenciat is
fordulatszam dimenzidjura szamitjuk at, és ezt kritikus fordulatszamnak nevezziik:

X @2
T om : = in{. 35
Mer1 270 60 és ner 57 - 60 [l/mm] (35)

—

A sajatfrekvencia és az lizemi (gerjesztési) frekvencia ismerete a rezonanciajelenség elkeriilése
miatt sziikséges. Ha e két érték megkozeliti egymast vagy azonosak, akkor a lengdérendszer el-
hangolasat el kell végezni, ami valamilyen formaban a sajatfrekvencia esetleg az {izemi frekvencia
megyvaltoztatasat jelenti.
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Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

38. feladat:
Hatarozzuk meg egy kéttomegii torzids lengérendszer sajatfrekvenciait, ha a 139. dbra szerinti
mennyiségek adatai a kdvetkezok:

51 = fgz = e 1,5 m; T ST, =T = 40:cm; G = 8,106 N/cm2

b

4 st
I = I = = 2 M = — - = —_—
nl p2 Ip S50 em ™, m,=m,=m 500 kg = 5 cm
El6szor hatarozzuk meg a rugdallandokat
b = —g— ; b, . = ¢ . b = iﬂ_
11 I.G”’ 217 I,.G ° 22 1.G°
p P p

A témegek z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka

2
8 -9 -0- mr _ 5.1600

zl z2 2 2

= 4000 Ist2 cm].

Sajatkorfrekvencidk a (34) egyenletek felhasznalasaval

2 "
6 - -6
8.b +6.b,, 1/(8.1)11 .by,)" +467.b

Ay = 2 2 - :
28 (by;.bymbyo)
2 2 2"
6 .
o .bll+t9.b22 + ‘[(Q.bll @.b22) + 46 .b12
2 2 2
20 (bllb22 . blz )

Osszevonds és egyszer(sités utdn

O( :VS'VE Ip-G
1 2 6.4

3 +Ys
T2

d ot

kifejezéseket nyerjiik.

)
S
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Csizmadia Béla (Szerk.)

Szamszerlen
6
o, = 0,618 . \M - 35,6 1/s ,

4, 103. 150

%, = 93,2 [1/5-].

A torzids lengésekre vonatkozo kritikus fordulatszamok teht:

o
1 35,6.60 .
nkrl = 0T 60 = — 5 - 340[1/m1n],
o
2 93,2.60 .
n_, = e 60 =t = 890 [l/mln].

5. Lengésvizsgalatok
5.1. LENGESVIZSGALATOK ALKALMAZASI TERULETE

A VIIL fejezet 2—4. pontjaban lengdérendszerek sajatfrekvencidinak meghatdrozasat végeztiik.
Ezek ismeretére a I1I. fejezet 3.3. pontjaban mar emlitett rezonancia jelenségének elkeriilése miatt
van sziikség. Rezonancia gerjesztett leng6rendszerek esetében léphet fel. Gerjeszté hatast gyako-
rolnak példaul: valamely gép forgdrészének kiegyensulyozatlan tomegerdi az alapra, vagy a tar-
toszerkezetre (140. dbra), a menetelé katonasag a hidszerkezetre, a tapsol6 kozonség a csarnok

szerkezetére.

140. dbra

p

Fyo Sinfwit+ ¥/

¥:S A

Ahhoz, hogy a szerkezetre nézve karos rezonanciajelenséget elkeriilhessiik, biztositanunk
kell, hogy a gerjesztSerd frekvencidja és a szerkezet valamely sajat frekvencidja ne essen kozel
egymashoz. Amennyiben a gerjeszt6 frekvencia adott a szerkezet sajat frekvencidjanak meg-
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Miszaki mechanika III/B — Mozgé testek mechanikaja

valtoztatasaval — elhangolasaval — (pl, bizonyos konstrukciés modositassal) érhetjiik ezt el. A
lengérendszerek sajat frekvencidinak meghatarozasa torténhet szamitdssal — mint arra néhany
egyszer(ibb esetben az el6z6 pontokban kitértiink —, vagy méréssel. Utobbi féleg szamitassal ne-
hezen kovethetd lengbrendszerek esetén alkalmazhatd (pl. folytonos tomegeloszldsu szerkezeti
elemek lengése).

5.2. LENGESMERESEK

A lengdmozgas meghatarozasahoz annak bizonyos jellemzdit kell mérni. Elvileg barmelyik jel-
lemz8 mérhetd. A gyakorlatban a kévetkezé mennyiségek mérésével hatarozhatjuk meg a lengé-
mozgas mozgasjellemzéit.

1. Erémérés, melynek soran a lengés okat hatdrozzuk meg.
2. Lengésmérés: a) elmozdulas z=12(t),
b) sebesség v(t) = dz/dt,
c) gyorsulas a(t) = dv/dt = d?z/dt%.
3. Nyutldsmérés: rugalmas elemeken a lengés dltal létrehozott alakvéltozast (a lengés kovet-
kezményét) hatarozzuk meg.

5.2.1. Lengésvizsgdlati médszerek

A lengésmérési gyakorlatban el6fordulé mérési elvek koziil csak néhanyat targyalunk. Ezeket a
modszereket réviden az aldbbiakban foglalhatjuk 6ssze.

a) A leng6rendszert alkoté elemek mechanikai jellemzdinek kozvetlen mérésénél a rendszert
elemeire bontjuk és igy mérjiik a sziikséges mennyiségeket. Ilyen médon mérhet6 a tomeg, a te-
hetetlenségi nyomaték, rugéallandd, csillapitas. A mérési adatok birtokdban az adott lengédmoz-
gas egyen letének ismeretében a lengésre legjellemz8bb sajatfrekvencia meghatarozhato.

b) Egyszabadsagfoku lengdrendszer egyszertien vizsgalhaté kilengés alapjan. A leng6rend-
szert kimozditjuk egyensulyi helyzetébdl és magara hagyjuk. Az igy létrehozott csillapitott len-
gémozgas lengésképét regisztraljuk (141. dbra). Ez az un. kilengési gorbe, melynek alapjan a

A
sajatfrekvenciaa 1) = % (IIL fejezet 1.2.3. pont), a csillapitds pedig k = Kl_ (III. fejezet
3

3.2.1. pont) Osszefiiggés alapjan szamithato ki.

Kisebb lengésszamok és kis csillapitas esetén szamlalomuszerrel megszamléljuk az adott id6-
szakra esd lengések szamat. A frekvencia ez alapjan szamithato.
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141. dbra

-]
-~

T

c) Tobbszabadsagfoku rendszerek esetén célszertien alkalmazhaté a lenget6 vizsgalat.
A 142. dbrdn vazoltunk egy folytonos tomegeloszlast rendszert, melynél a B pont kérnyezetében
indukcids mérofejjel érzékeljiik a kitéréseket.

142. dbra
n

Co |—l=’ Muszerhez

Erzekelo
P , w i
4 Gerjesztofe; | , {
] o
] —— ,
/ —
g_ : : \ — ~ 2= o o
z R B
5 — —]7
§ i —_— — | //
i -~

A gerjesztofejjel a lengdérendszert lengésbe hozzuk. A gerjesztési frekvencia valtoztathato.
Amikor a gerjesztési frekvencia értéke kozelitSleg azonos a lengdérendszer sajatfrekvencidjaval a
rezonancia jelensége miatt a lengés amplitidoi maximalisak lesznek. Ez a maximalis kitérés az
induktiv méréfejen érzékelhetS. A rendszer sajatfrekvenciaja pedig azon gerjesztési frekvenciaval
lesz azonos, amelyhez a maximalis kitérés tartozik.

A sajatfrekvencia és a maximalis kitérés ismeretében a szerkezeti elem josdgara lehet kovet-
keztetni. Mint azt a III. fejezet 3.4. pontjaban is targyaltuk, (( A ¢ esetén alengdérendszer
elhangolasara gondot kell forditanunk, ahol OC= sajatfrekvencia ¢ = gerjeszté frekvencia.

A maximalis kitéréseket el8irasok szabalyozzak, melyek szerint a legnagyobb kitérés nem
haladhatja meg az elSirasok altal korlatozott értékeket.
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